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 الباب الأول

  ة المؤثراتنظريباستخدام  الخطي المتذبذب التوافقي
Linear Harmonic Oscillator Using Operator Theory Approach 

أن الحل يتطلب  دووج) دالة هيرميت(المتسلسلات  باستخدامالمتذبذب التوافقي الخطي لقد تمت دراسة 
 ىطريقة أخر  نا سوف نتعامل مع المسألة باستخداملكننا هو . بالمعادلات التفاضلية مكثفة ةرياضيخبرة 

الطريقة؟ لأننا نستطيع  هولماذا هذ. (Operator theory approach) وهي طريقة نظرية المؤثرات
بدون  ةالخطي كمية الحركةمن خلالها حساب القيم المميزة والمتوسطة للكميات الفيزيائية مثل المسافة و 

رنا سابقاً أننا لا نستطيع حساب القيم كبيراً حيث أننا أخب اً وهذا يعتبر إنجاز . معرفة مسبقة للدالة المميزة
المعادلات التفاضلية  استخدامالمميزة والمتوسطة للكميات الفيزيائية إلا بمعلومية الدالة المميزة ولهذا تم 

  .لإيجادها

 :بالشكلة نا نبدأ بالهملتونيان الخاص بالمتذبذب التوافقي الخطيو دع
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 :حقق معادلة شرودنجري (1.1) لهملتونيانوقد وجدنا سابقاً أن ا
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فصاعدا سوف نستخدم  الآنومن . بالترتيب (1.1) لهملتونيانلالمميزة  والدوال القيم هما nو nE حيث
nnللدالة وهو) راجع تعريف البرا والكت بكتابنا الأول(راك تعريف دي   حيث خاصيتي المعايرة و
  :تحكمها العلاقة والالتعامد للد
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m,حيث  n ت الجديدةالمؤثرا فيعر بت نبدأ أولاً  دعونا مهمتنالإتمام و . هي دالة كرونكر: 
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 وكمية الحركة الخطية x المكانوهما (مؤثرات لكميات قياسية رفت بدلالة المؤثرات عُ  هذه لاحظ هنا أن
p  العلاقة  وتربطهماˆ ˆ[ , ]x p i  .(  

ˆباستخدام العلاقة  :منزلي واجب ˆ[ , ]x p i ، علاقة التبادل التالية اثبت:  

      
† † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 1a a aa a a                 (1.4) 

 :أناثبت  (1.3)من المعادلة  :واجب منزلي
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 :أن اثبتلجديدة بدلالة المؤثرات ا:  مثال

         † 1 1

2 2
ˆ ˆˆ ˆH a a N                     (1.6) 

  :أن نجد  (1.5) ةمن المعادل: الحل

     

 

2
2 † † †

2 †2 † †

2 2

2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ   ,

m m

m

x a a a a a a

a a aa a a

 



           
     
 




  



© Drs. I. Nasser and Afaf Abdel-Hady 

 3
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  :نجد (1.4)و (1.1)تين من المعادل و
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ˆ†مؤثر جديد وهو  فيها ظهر يالت (1.6) المعادلةسنتوقف هنا قليلاً للتحدث عن  ˆ ˆN a a ويدعي ،
  : اص التاليةو الخ هل والذي "(number operator) المؤثر العددي"

١- N̂ هيرميتي نظراً لأن مؤثر: 

 †† † †ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆN a a aa N  .  

  :بمعني أن بعلاقة خطية فهما متلازمان، N̂مرتبط مع  Ĥلأن المؤثر  -٢

ˆ ˆ, 0N H   . 

رنةً امقبو  ،nلهما نفس الدالة المميزة  يكون N̂و Ĥ فأن ٢ رقم ونتيجةً للخاصية -٣
 :نجد أن  (1.6)و (1.2)ين تالمعادل

                                   † ˆˆ ˆa a n N n n n                       
 (1.7) 
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0nفإن  nلها القيمة المميزة  N̂للمؤثر  nإذا كانت الدالة المميزة  :نظرية .  

N̂ بضرب المعادلة: الإثبات n n n  من اليسار بالمتجةm ينتج:  

†ˆ ˆ mnm a a n n m n n .  

0nفهو قيمة موجبة وبالتالي فإن ) Norm( وحيث أن الطرف الأيسر هو المعيار .  
 

 :أن اثبت: واجب منزلي

(1.8)                             † 1

2
ˆ ˆ ˆH a a                  

 

 a تأثيرب. n لمتذبذب التوافقي الخطيل على الدالة المميزة a و â†كل من  تأثيردعونا ندرس  والآن
â جديد وهو هنتج لنا متجيسوف  n . بتأثيرو Ĥ  وذلك باستخدام (الجديد ينتج التالي  همتجالعلى

 ):(1.8)المعادلة 

          † 1

2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆH a n aa a n                 (1.9) 

 :نجد (1.9)لمعادلة ليمن  الطرف الأ كيفكتوب

         † 1

2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆH a n aa a n a n                  (1.10) 

 :نصل إلي(1.7)  و (1.6)تان وباستخدام المعادل

     1 1

2 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆH a n aN n a n n a n                (1.11) 

1وباسترجاع المعادلة 

2
( )nE n  ينتج: 
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           ˆ ˆ ˆnH a n E a n          (1.12) 

 : بطريقة مماثلة للخطوات السابقة أثبت أن :جب منزليوا

           † †ˆ ˆ ˆnH a n E a n          (1.13) 

  

 !نجد أنها معادلة قيم مميزة (1.12)المعادلة إلى أولاً  بالنظر تين السابقتين؟معادلماذا نستنتج من ال
âلها الدالة المميزة ولكن  Ĥللهملتونيان  n  والقيمة المميزة nE   . المعادلة هو همعني هذو :

 يه ةديدج دالة مميزةنتج لنا أ nE، التي لها القيم المميزة nالأصليةعلى الدالة المميزة  aتأثير أن 
â n . هذه الدالة الجديدة جعلت للهملتونيانĤ جديدة وهي مميزةً  اً قيم  nE   . وحيث أن

قة ، بمقدار وحدة طاnEالقيمة المميزة الجديدة للطاقة أقل من القيمة الأصلية  ،  فإن المؤثر
 (lowering operator)أو المؤثر التنازلي  (annihilation operator) الفناءمؤثر  ىيدع aالجديد 

 .(ladder operator) سلميلُ ا )ألدرجي( أو المؤثر

، nعلى الدالة المميزة الأصلية â†نجد أن تأثير  (1.13)المعادلة على بتطبيق نفس التحليل السابق   
â†هي  ةنتج لنا دالة مميزة جديدأ n . هذه الدالة الجديدة جعلت للهملتونيانĤ جديدة  مميزةً  اً قيم

 وهي nE   .من القيمة الأصلية على وحيث أن القيمة المميزة الجديدة للطاقة أnE بمقدار وحدة ،
طاقة  ،  فإن المؤثر الجديد†â التخليق مؤثر ىيدع (creation operator)  أو المؤثر

  .(raising operator)التصاعدي 
  

  .للمتذبذب التوافقي الخطي 0E الأرضي المستوىلحساب طاقة  a استخدم مؤثر الفناء: مثال

وبالتالي . نعلم من دراستنا السابقة أن الطاقة الكلية للمتذبذب التوافقي الخطي كمية موجبة دائماً : الحل
 فإننا لن نحصل على كمية سالبة ولكن 0 الأرضي المستوىدالة على  aدمنا مؤثر الفناء إذا استخ

  :   صفر، وتمثل رياضياً بالمعادلة نحصل على

                 ˆ 0 0a               (1.14) 
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واستخدام  0الدالة على  Ĥبدراسة تأثير  وذلك طاقة أقل مستويعلى  سهل لنا الحصوليُ وهذا الشرط 
 :  نجد (1.6)المعادلة 
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الحد  ويتبقىللصفر  لفإن الحد الأول بالمعادلة السابقة سوف يؤو (1.14) باستخدام المعادلة هأن لاحظ
 :وهو الثاني

        1

2
ˆ 0 0H              (1.15) 

  :القيمة ىساو ت الأرضي للمتذبذب التوافقي الخطي ىبالتالي طاقة المستو 

            0
1

2
E                     (1.16) 

سبيل على . التصاعدي المؤثر باستخدامنستطيع أن نحسب القيم المميزة العليا  السابق نتيجة المثالمن 
للمعادلة  استخدامنابعد ( ينتج Ĥثم بالمؤثر  â†بالمؤثر  0الدالة المميزة على بالتأثير  :المثال

0nوضعمع  (1.13) (  ةالتاليالمعادلة  : 

    
     
 

† †
0

†3 3

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ1 0 0

ˆ        0 1

H H a E a

a



 

  

 



 
                  (1.17) 

3دالة مميزة جديدة ولها القيمة المميزة على ومنها نجد أننا حصلنا 

2
 . بتكرار العملية السابقة عدد

n (1.2)انظر المعادلة  من المرات نصل إلي القيمة المميزة العامة( 

     1

2
,               0,1,2,...nE n n                     (1.18) 

  :ويعطينا المعادلة المميزة nالدالة المميزة على يؤثر  â†إذا فرضنا أن المؤثر التصاعدي  والآن
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        †
1ˆ 1na n c n             (1.19) 

1ncفما هو الثابت  وكيف يحسب؟ ؟    

1ncلحساب الثابت   الضرب القياسي التالي تعامل معدعونا ن: 

     † † † †

*
1 1

1

2

1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

( )( ) 1 1

                                                   (1.20)

n n
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n aa n n a a n a n a n
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 
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

 

  



             

†حيث استخدمنا  *
1

ˆ 1na n c n   العلاقة باستخدامو . (1.19)وذلك من المعادلة 
† †ˆ ˆ ˆ ˆ 1aa a a  أن نجد: 

           
2 † †

1

†

ˆ ˆ ˆ ˆ1

ˆ ˆ         1 1                               (1.21)

nc n a a n n a a n n n

n a a n n

    

   
 

 :أن نجد (1.21) ومن. (1.7) المعادلة باستخداموذلك تم 

1 1                                      (1.22)nc n               

 بالتالىو 

       
†ˆ 1 1a n n n             (1.23) 

3â†لحساب  (1.23)المعادلة استخدم :مثال n. 

  :ثلاث مرات متتالية ينتج (1.23)المعادلة  مااستخدب :الحل
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, القيمة المتوسطة استخدم تعريف:مثال
ˆ ˆ| |m nA m A n للمؤثر يفالمصفو  التمثيل لكتابة†â. 

  :ينتج mمن الجهه اليسرى بالمتجة  (1.23)المعادلة  ضربب :الحل
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,
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ويعطي بالشكل  â†التمثيل المصفوفي للمؤثر نجدو  †â حيث: 

 

0     1    2     

† † †
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† † †
1,0 1,1 1,2
† † †
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† † †
3,0 3,1 3,2
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1 0ˆ ˆ ˆ
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ˆ ˆ ˆ
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0 2 0 0

0 0 3 0
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                               
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
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

    








    


  

  

ويعطينا المعادلة المميزة  nدالة المميزة العلى يؤثر  âأن المؤثر التنازلي  فترضناإإذا : واجب منزلي
 : الأتية
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           1ˆ 1na n c n             (1.24) 

1ncأن  اثبت n .  

3âلحساب  (1.24)المعادلة استخدم :مثال n. 

  :ث مرات متتالية ينتجثلا (1.24)المعادلة  مااستخدب :الحل

     
 

ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ1 1

ˆ              1 2

              1 2 3

aa a n aa n n n a a n

n n a n

n n n n

   

  

   

  

3n وجوب الشرطمع  .  
  

ˆ†لحساب  (1.24)و  (1.23)المعادلتين استخدم :مثال ˆm aa n. 

  :نبدأ أولاً بحساب :الحل

 †ˆ ˆ ˆ1 1 1 1a a n n a n n n n       

  :نجد mوبضرب المعادلة من اليسار بالمتجة 

     †
,

1       for    
ˆ ˆ 1 1 1

0       for    m n

m n
m aa n n m n n n

m m



       

  

  لإثبات أن  (1.24)و  (1.23)المعادلتين استخدم :واجب منزلي
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† 1       for    
ˆ ˆ

0       for    

m n
m a a n n

m m


  

.  

  :الحقائق التالية بابلقد وجدنا في هذا ال: الباب الأول ملخص

   .(1.18)أوجدنا الطاقة الكمية للمتذبذب التوافقي الخطي بالمعادلة -١

 (1.23)    دالة الطاقة المميزة بالمعادلتينعلى يؤثر المؤثر التصاعدي والتنازلي أوجدنا كيف  -٢
مثل المسافة (لحساب القيم المتوسطة للكميات الفيزيائية  تانمهم انالمعادلت هاتان. (1.24)و

 ).لخإوكمية الحركة الزاوية 

وهذا  المميزة الصيغة العامة للدالة) معرفة أو(إلى تم التعامل مع جميع الحسابات بدون اللجوء  -٣
 . هو المهم بهذا الموضوع
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  أمثلة محلولة

  :الآتيةالمعادلات  استخدم -١

, 1

, 1

† †ˆ ˆ1 1 | 1 1 ;

ˆ ˆ1      | 1 ;

n m

n m

a m m m n a m m n m

a m m m n a m m n m









      

    




  

 العلاقةو     
†( )

2
x a a

m
 


  :الحسابات التالية صحة للتأكد من، 

 

†

, 1 , 1

2

2

ˆ| | | | | |

             1 l n l n

m

m

l x n l a n l a n

n n



   

   

    




   

    :ومنه تحقق من أن          

         
2

1       for   1

ˆ| |             for   1

0              otherwise
m

n l n

l x n n l n


   
   




  

  و            

   22 † †2 2 † †

† † † †

, 2 , , 2

2 2

2

2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ| | |

              | | | | | | | |

              ( 1)( 2) (2 1) ( 1)l n l n l n

m m

m

m

l x n a a l a a aa a a n

l a a n l a a n l aa n l aa n

n n n n n

 




   

     

     

        






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   : ومنه تحقق من أن         

2

2

( 1)( 2)       for   2

(2 1)            for  
ˆ| |

  ( 1)            for   2

    0                 otherwise

m

n n l n

n l n
l x n

n n l n

    


  
  





 

 

,استخدم التعريف  -٢
ˆ ˆ| |n nA n A n  القيم لحساب كل من: x̂ ،2x̂ ،p̂ 2وp̂. 

  :ننجد أ )(1.4)وأيضاً المعادلة ( سابقبالمثال ال تباستخدام المعادلا: الحل   

                                                                                            ˆ 0;x   

   
   
   

 

22 † †2 2 † †

† † †

1

2

2 2

2 2

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ |

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ       | | 2 1

ˆ       | 2 1 2 1

       

m m

m m

m m

m

x a a n a a aa a a n

n aa a a n n aa n

n N n n

n

 

 

 



     

   

   

 



 

 



  

 :وبالمثل

                                                                                        ˆ 0;p   

   
   
 

22 † †2 2 † †

1† †
2

1

2

2 2

22 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ|

ˆˆ ˆ ˆ ˆ      | |

      

m m

m m

p a a n a a aa a a n

n aa a a n n N n

m n

 

 



 

       

   

 

 

 


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,استخدم التعريف  -٣
ˆ ˆ ˆ( ) | |m nA A m A n   مؤثراتلا لكتابة المصفوفات التي تمثل كل من 

ˆ† ،â :التالية ˆaa، †ˆ ˆa a، † †ˆ ˆ ˆ ˆaa a a. 

 :الحل

   

0 1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 00 0 2 0
†

;     ;0 0 2 00 0 0 3
0 0 0 30 0 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0

0 2 0 0 0 1 0 0
† † †

;0 0 3 0 0 0 1 0

0 0 0 4 0 0 0 1

ˆ ˆ ˆ  ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

a a a

aa aa a a

                           

  
  
  
 
 
 
  
  

 

  

 




        

 
 
 
 

         





 
 
 
  



 

 .للمتذبذب التوافقي الخطي 0الأرضي  المستوىلحساب دالة  aاستخدم مؤثر الفناء  -٤

  : علمنا سابقاً أن: الحل     

0ˆ 0a    

ستخدام اوب     1
ˆ ˆ ˆ

2
a m x ip

m



 


ˆحيث   i

x
p 


   نجد السابقة لمعادلةبا: 

 
 

( ) ( ) 0   

      ( ) 0

o

o

d
i i

dx

d
dx

m x x

m x x

 

 

  

 




  

  :رتيبات نجدتومع بعض ال    
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( )

( )

             

              

o
o

o

o

d x
dx

md x

m x

xdx






  

 





  

 :وبإجراء التكامل لكلا الطرفين، نجد

2

2
( )  ,o

mxx Ne
   
  

2 يرةعاممن شرط ال .هو ثابت التكامل N حيث ( ) 1o x dx




 2 نجد أن mN 
 .  وقد

2axeالتكامل القياسي  استخدمنا dx
a





 .  

 

 :إثبت أن -٥

†ˆ( )
0

!

na
n

n
  

ˆ†م العلاقة اخدتاسب: الحل     1 1a n n n    نجد أن  

† † †ˆ ˆ ˆ0 1 1 ; 1 2 2 ; 2 3 3a a a    

  :فإنبالتالي     

   2 3† † †1 1 1
ˆ ˆ ˆ3 2 1 0

3 3 2 3 2 1
a a a  

  
  

:  العلاقة حكمهاولهذا فإن الحالة العامة ت
†ˆ( )

0
!

na
n

n
.  
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  عامة تمارين
ˆاستخدم التعريف  -١ ˆ| |A n A n   ت أنباثلإ 

0  x̂  0  â  

0  p̂  0  †â  

 1

2m
n   2x̂  1n   †ˆ ˆaa  

 1

2
m n   2p̂  n  †ˆ ˆa a  

 

2حسب القيم ا -٢ 2ˆ ˆ ˆp p p       2و 2ˆ ˆ ˆx x x       أن  واثبت
1

2
ˆ ˆ ( )x p n    . 

    :اثبت العلاقات التالية -٣

   † † † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ; , ; ,
2

H a a aa a H a a H a
        
    

 .فقي الخطيللمتذبذب التوا 1 المستوىلحساب دالة  âاستخدم مؤثر الفناء  -٤

 

للإحداثيات  اعتبر الهملتونيان للمتذبذب التوافقي الخطي باتجاهي المحور السيني والصادي -٥
  :يعطي بالشكل الكرتيزية
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2 2 2 2 2
(

1
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ),x y

k
m

H p p x y k m      

  إثبت أن

 † †

† †

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ          1 ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ         ( )

ˆ ˆ, 0

x x y y

z y x x y x y

z

H a a a a

L xp yp i a a a a

L H

  

   

   



 

  حيث

   † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,                
2 2x x x y y y

m m
p i a a p i a a

 
   

   

  :التالية استخدم علاقات التبادل: ملحوظة

   
† † † †

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, , , , 0,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , 0.

y x x y

x y x y x y x y

x y x p y p p p

a a a a a a a a

         
                 

 

 :باستخدام الهملتونيان -٦

 † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 1x x y yH a a a a     

  والدالة

1
, 1,0 0,1

2
x yn n     ,  

 اثبت أن

ˆ, , 2x y x yn n H n n   
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 اثبت أن -٧

          
3/ 2

3

2

( 1)( 2)( 3)       for  3

    3( 1) 1             for  1

ˆ| |              3                 for  1

    ( 1)( 2)           for  3

                  0             

m

n n n l n

n n l n

l x n n n l n

n n n l n


    

   
     
 

   



       otherwise











  

  و    

 
2 2

4

2

 ( 1)( 2)( 3)( 4)    for  4

 (4 6) ( 1)( 2)            for  2

          6 6 3                     for  
ˆ| |

     (4 2) ( 1)                for  2

  ( 1)( 2)( 3

m

n n n n l n

n n n l n

n n l n
l x n

n n n l n

n n n n



     

    

     
     

  



)            for  4

                       0                      otherwise

l n










 


  

  

جسيم بدأ من المستوي  -٨ 1
( 0) 0 1

2
t     0عند الزمنt .  

  :يعطي بالعلاقة t تحقق من أن المستوي للجسيم عند الزمن - أ

 1/ /

1

1
( ) 0 1 ,

2
1 3

,
2 2

oiE t iE t

o

t e e

E E



 

  

 

 

 
 

 :أن تاثب - ب
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(0) (0) (0) ,
2

(0) 0,

( ) cos( ),
2

( ) sin( )
2

x x
m

p

x t t
m

p t t
m

 








 













 

 :باستخدام نظرية ايرنفست اثبت أن - ت

2

( )
( ) ,

( ) ( )

p t
x t

m

p t m x t



 




 

 :من المعادلات التفاضلية السابقة تأكد من الحل - ث

2

(0)
( ) (0) cos( ) sin( ),

( ) (0) sin( ) (0) cos( )

p
x t x t t

m

p t p t m x t

 

  

 

 
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 الباب الثاني

 كمية الحركة الزاوية الكلية

Total Angular Momentum  

لجسيم غير  (Spin Angular Momentum) المغزلية لتتضح الصورة بالنسبة لكمية الحركة الزاوية
المدارية حول  تهاعن حركة الأرض، فبالإضافة إلي حرك أولاً  نا نتكلمو دع) إلكترون مثلاً (مرئي 

كمية وبالتالي فإن . مار بمركز ثقلها حول محور) مغزلية( دورانيةحركة لها أيضاً الشمس يوجد 
 كمية الحركةو  ةالدوراني ةالزاوي كمية الحركةإلا محصلة الجمع المتجهي ل يما ه ةالكلي ةالزاويالحركة 
 هذهك أن إلكترون الذرة يمتل )نفترض( نستطيع أن نخمن ذلك فإنناعلى  بالقياس. ةالمغزلي ةالزاوي

 وصف علا نستطي فإننا للإلكترونولكن، نتيجة عدم معرفتنا بالتركيبة الداخلية . غزليةمالخاصية ال
كمية الحركة الزاوية ونتيجة لهذا فإننا لا نستطيع حساب  ،أنة جسيم كرويعلى الإلكترون  كنهة

لالة نصف قطرها للأرض بد كمية الحركة الزاوية المغزليةللإلكترون بنفس طريقة حساب  المغزلية
في ، معملية مكثفة تجارب ةجينت بل جاءلم يأتي من فراغ ) الافتراض( التخمينهذا . وسرعتها الزاوية

  :التجارب هي هذهوأهم  .لأطياف لبعض العناصر الذرية بداية القرن الماضي،

تأثير مجال  وتم فيها دراسة ،(Stern-Gerlach Experiment) يرلاخج- تجربة شتيرن - ١
(Inhomogeneous magnetic field)اطيسي غير متجانسمغن لمستوي الأرضي اإلكترون على  

  .ذرات الفضة إلي حزمتين من حزمة (Split) انقساموفيها تم  .للذرات الشبيهة بالهيدروجين

وبالتالي الأطياف ( راتالذبمستويات الطاقة  انقسام وتم فيها ،(Zeeman effect) زيمان تأثير - ٢
  .تأثير مجال مغناطيسي نتيجة) المصاحبة لها

، وتم فيها ملاحظة (Fine structure of atomic levels)تركيب الدقيق للمستويات الذريةال - ٣
  .نتيجة تأثير مجالات داخلية) وبالتالي الأطياف المصاحبة لها(مستويات الطاقة بالذرات  انقسام
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  زلية لجسيمكمية الحركة الزاوية المغ -أ
 Spin Angular Momentum of a Partcile  

) الأساسيةوجد أن أعداد الكم  السابقة المعملية رباالتج لنتائج نتيجة , , )ln l m  غير كافية لشرح
)ولهذا تم إضافة العدد الجديد  بالذرات الطيفية الانتقالات , )ss m  حيثs ترمز لعدد الكم المغزلي و 

ˆالمؤثر مسقط إلي smالعدد  يرمز
zS علي المحورZ . المعادلة  حكمهات الانتماء درجةونعلم أن

2 1sd s  2يرلاخ أن ج-ووجد من تجربة شتيرنsd  1يعطينا  وهذا

2
s  1ومنها

2
sm   .

  :)ةالدوراني ةالزاوي كمية الحركةوذلك مقارنةً ب(نجد أن  وبالتالي

)2.1 (                                

2 2 2

2 2 2

3

4

1

4

ˆ , ( 1) , , ;

ˆ , ,

ˆ , , ,

s s s

z s s s

z s s s s

S s m s s s m s m

S s m m s m

S s m m s m s m

  



 

 



 
 

 

 

 

حول محوره المار يدور  لكترونلإ ) لمغزليةا( دورانيةالحركة ال 2.1شكل 
كمية الحركة الزاوية المغزلية  المحتملان لمتجة والاتجاهانبمركز ثقله 

 .  zS الذاتية

 

 

1 ميزتانالقيمتان الم

2
sm   2.1(شكلأنظر  ،المسموحان للدوران المغزلي الاتجاهانشيران إلي ت.( 

1فإن  للاختصارو 

2
sm  الأعلىالحركة المغزلية نحو  تصف )spin up ( ) (1و

2
sm    تصف
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) spin down(الأسفلالحركة المغزلية نحو  )(  تأخذ  لاأصلاً غم من أن الحركة المغزلية ر بالهذا
   .سالبتجاة اللإ ا حتى ولا Zلمحور الموجب ل تجاةالإ 

  :بعدة أشكال منها مايليالمغزلية كمية الحركة الزاوية ل المميزة دالةالمثل تُ و 

1 1
| , |

2 2

1 1
| , |
2 2

1
spin up ( )

0
| ,

0
spin down ( )

1

ss m

 

 








    

      

  
    

     
       

             

(2.2)  

دم هنا حيث سوف يستخ عالتجمي(عيارية والتعامد وتأخذ الشكل مالدوال هما ال هذهومن أهم خواص 
 :)(continuous functions)متصلة دوال وليست (discrete functions) نفصلةأنهم دوال م

)2.3                                 (

1 1

2 2

1 1

2 2

1

2

1

2

2 2( ) ( )

( ) ( )

1;

0

m ms s

m ms s

ms

ms

m ms s

m ms s

 

 

 

 





 



 


 

 لزاويةكمية الحركة اللإلكترون وبين  كمية الحركة الزاوية المغزليةالشبه بين  هبالرغم من تعدد أوجو 
  : يتهما يختلفان بشكل جوهري في الأ فإن ةالمداري

 مؤثر كمية الحركة الزاوية المغزلية هو مؤثر كمي ولا يوجد له مثيل في الفيزياء الكلاسيكية، - ١
كمية  المكان و مؤثرات كلاسيكية ميكانيكية مثل مؤثرات يمكن التعبير عنه بدلالة لاوبالتالي 
عندما تعامل  فقط وقد ظهر هذا الافتراض طبيعياً  .(linear momentum) ةالخطي الحركة

 العالم ديراك نظرياً مع معادلة شرودنجر باستخدام النظرية النسبية
(Theory of relativity).  
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يدة بقيم غير مق s ةالمغزلي ةالزاوي لكمية الحركة المميزة قيمالونتيجةً للحقيقة الأولي فإن  - ٢
صحيحة ( موجبة قيماً  ولكنها تأخذ )l ةالمدارية الزاوي كمية الحركةمثل (صحيحة فقط 

    .)صحيحة قيم أيضاً أنصافو 

  . دراستنافي  مدي أهمية الحركة المغزليةعلى تعرف لنتوقف هنا لحظة لنو 

  :بحالتين تظهر أهمية الحركة المغزلية

I-  في  لذرة الهيدروجين لقد تعاملنا مع دالة شرودنجرو . مع دالة شرودنجر الكليةعندما نتعامل
  ):كتابنا الأولفي  راجع التعريفات بالباب الخامس(بالصورة  ناهاالإحداثيات الكروية وكتب

,( , , ) ( ) ( , ) , ,
lnlm nl l m lr R r Y n l m        

  :تعرف بالتالي وبإدماج دالة الحركة المغزلية بدالة شرودنجر نجد أن الدالة الكلية         

)2.4 (       ,( , , ) ( ) ( , ) , , , , , , ,
ltotal nlm nl l m l s l sr R r Y n l m s m n l m s m             

, الثلاثة الكمية وتصبح الحالة والتي فيها الأعداد         , ln l m من الحالة ماهي إلا حالة خاصة  
, ةإلي خمس الأعداد الكمية ادتز  أنالعامة بعد            , , ,l sn l m s m.    

II- ا نتعامل مع جهد التفاعلعندم (interaction potential)  حيث يظهر تفاعل الحركتين
) يكولومال التفاعل مثل(الداخلية  الأخرىبالإضافة إلي التفاعلات المغزلية والدورانية 

  ). أو المغناطيسي لكهربيل امثل المجا(والخارجية 

   .لة شرودنجرستخدام طرق تقريبية لحل معادوبكلتا الحالتين سنضطر لا

ة تكمية الحركة الزاوية الدورانية للإلكترون وكمي بين هلشبا هأوج لوجودنظراً و  وكما ذكر سابقاً،
  :كالتالي التلازمفإننا نستطيع كتابة علاقات  ة الزاوية المغزليةيالحرك

)2.5         (         ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,x y z y z x z x yS S i S S S i S S S i S               
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  :بالصورة Ŝو التنازلي  Ŝلتصاعدي وباستخدام التعريف العام للمؤثر ا

)2.6             (                               ˆ ˆ ˆ
x yS S iS    

  :كالتالي و  ينالمستويعلى تأثيرهما نجد أن 

)2.7   (                                 
ˆ ˆ0;

ˆ ˆ; 0

S S

S S

  

  
 

 

 

 




  

  الدالة المميزة ؛ الأولي هيفقط دالتان مميزتان لا يوجد غير أنهالعلاقات فإننا نعلم  هذهولتفسير 
1قيمة مميزة على و التي لها أ

2
sm  ها و لذلك فإن تأثيرمنعلى أ يمةق ولا يوجدŜ   على 

ˆ بمعنيسوف يفنيها،  0S   . وبالنسبة للدالة المميزة  1و التي لها أقل قيمة مميزة

2
sm   

Ŝمنها و لذلك فإن تأثير قلأ قيمة ولا يوجد   على  سوف يفنيها، بمعني ˆ 0S  .  

 

Ŝ إثبت أن: مثال     م العلاقة العامةاستخداب :  

)2.8      (              ˆ | , ( 1) ( 1) | , 1s s s sS s m s s m m s m         

  :الحل

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
,

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
ˆ ˆ | ( 1) ( )( 1) | , 1 | ,S S                 
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  :)1وقد استخدمنا الوحدات الذرية ( المؤثرات بعض نتائجل ملخص الجدول التالي يعطيناو 

         

2

i   
2

i   ˆ
yS 3

4
  3

4
  2Ŝ  

  0  Ŝ 
1

2
  1

2
  ˆ

zS  

0    Ŝ  1

2
  1

2
  ˆ

xS  

  
1مستويات الطاقة لجسيم له القيمة  أوجد: مثال

2
s  والهملتونيان :  

2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆˆ ( 2 )x y z zH a S S S bS     
  .ثوابت وذلك باستخدام الوحدات الذرية bو a حيث

 

2استخدم ( التالي بإعادة كتابة الهملتونيان بالشكل :الحل 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ
x y zS S S S  :(  

2 2 2 2

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ( 3 )

ˆ ˆ ˆ3

x y z z z

z z

H a S S S S bS

aS aS bS

    

  
  

  :أن لنجد
 
 
 

2 2

2
               

3 1
               

4 4

ˆ ˆ ˆˆ , 3 ,

  ( 1) 3 ,

  3 , ,

s z z s

s s s

s s s s

H s m aS aS bS s m

as s am bm s m

a a bm s m bm s m

  

   

   

  

, هبقة من اليسار بالمتجاوبضرب المعادلة الس ss m واستخدام الخاصية المعيارية نجد:  
ˆ, , , ,s s s s s ss m H s m bm s m s m bm   

1وحيث أن 

2sm  تناظرفإن مستويات الطاقة للجسيم تكون ثنائية ال )Two-fold degenrate.(   
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  :المغزلية التمثيل المصفوفي لكمية الحركة الزاوية -ب
                              

Matrix Representation of Spin Angular Momentum  
  

و  وهما ةالمغزلي لكمية الحركة الزاوية نيالتدأنه لا يوجد غير  حيث المصفوفي  وتمثيلهم :
  :كالتالي

1 01 1 1 1
| , , | ,

0 12 2 2 2
 

   
        

   
                                   (2.9)  

,(كما أن و .بعادالأ ثنائية أن تكونتتطلب  تمثلهملذلك فإن أي مصفوفة و  ,x y z ( لأيهما الأساس 
) S )Spinor يكونان الأساس لأي مغزل و في الإحداثيات الكرتيزية، وبالمثل فإن  rمتجة 

  .في الفراغ المغزلي

  :حقق من النتائج التاليةت: مثال

 

 

† †

† †

1 1 1 1
, | ,

2 2 2 2

1 1 1 1
, | ,

2 2 2 2

1
1 0 1 ;

0

1
0 1 0

0

   

   

 
      

 
 

      
 

 

  

 :اثبت أن:  مثال
1

2

1

2

1 1
, ,

2 2

ms

ms

m ms s





 1حيث  1 0

0 1

 
  
 

  .هو مصفوفة الوحدة الثنائية 1

  :الحل

   

1

2

1

2

† †1 1
, ,

2 2

0 1 1 0
0 1 1 0

1 0 0 1

ms

ms

m ms s  






     
            

     







1
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ˆللمؤثر  يالتمثيل المصفوف اثبت أن: مثال
zS هو:  

  0

0 1

1ˆ
2

zS


 
  

 


  

 :الحل

 

2 2

2 2

ˆ ˆ

ˆ ˆ

1 0 1 02 2
2 0 1

0 1
2 2

                                  

ˆ

        

z z
z

z z

S S

S S
S

   

   

   

   

 




 
 
 
 

   
                          









   


  

  

  : تحقق من التمثيل المصفوفي: واجب منزلي

   1

2 21 0 0

0 0ˆ ˆ,x y

i

i
S S

   
    

   
 

  

 

ˆ احسب القيم والدوال المميزة للمؤثر: مثال
xS  

  :معادلة القيم المميزة تعرف بالمعادلة: الحل

2

0 1 2 / 1

1 0 1 2 /
0

a a a

b b b







 


              
       
 

  

). أيضاً   وبالتأكيد(و bو a في الحقيقة هذه صيغة مختصرة لمعادلتين متجانستين في المجهولين
  :وهى يجب أن نحل معادلة المحدد العام الصفرية  لحسابو 
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2 / 1
0

1 2 /










  

  :التي تحدد القيم المميزة ومنها نحصل على المعادلة

 2

2
2 / 1 0     

  

لقيمة المميزة الأولي نستخدم ا: لكل قيمة مميزة bو aولحساب الدوال المميزة 
2

 
  نجد المعادلة

1

1

2 /

2 /
0

a

b





  
  

  



  تعطيa b  .2يرة اعموباستخدام شرط ال 2 1a b  

1نجد أن 

2
a b  .ثانيةللقيمة المميزة ال 

2
  

  نجد المعادلة

1

1

2 /

2 /
0

a

b





  
  

  




aتعطي   b   .2 معايرةوباستخدام شرط ال 2 1a b  

1نجد أن 

2
a b    .ملخص للمستويات والقيم المميزة يحتوى على الجدول التالي :  

  القيم المميزة  المستويات المميزة
1 1 01 1

1 0 12 2

      
       

      
  

2
 

  

1 1 01 1

1 0 12 2

      
             

  
2

  
  

ˆاحسب القيم والدوال المميزة للمؤثرات : واجب منزلي ˆ,y zS S.  
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  (Pauli Matrices) مصفوفات باولي -ث

  :تاليالكأبعاد  ةالثلاث المغزلي ذو تعريف المؤثر في الفراغ هنا يتمس

                                 (2.10)  ˆ ˆ ˆ
2 2 x y zi j k     
 

S   

  :مصفوفات باولي كالتاليب  حيث تعرف

                  (2.11)
0 1

1 0x
 

  
 

 ,
0

0y

i

i


 
  
 

 ,
1 0

0 1z
 

   
.  

  :ا الخواص التاليةوالتي له

                  (2.12)

2 2 2 ,    

0, , ( , ) ( , , )

x y z

i j j i i j i j x y z

  

   

  

   

1
  

نحو الأعلى أنه إذا تواجد الإلكترون في الحالة المغزلية  :الأتي من المهم هنا أن نوضح
)spin up ( ) ( نحو الأسفل الحالة المغزلية دائماً أو)spin down ( )(  ًفإن القيم المتوقعةدائما  

ˆ ˆ 0x yS S      

  ولكن

2
2 2ˆ ˆ

4x yS S     


.  

ة السينية والصادية لا يركبتفإن مُ  أو سواء بالمستوي  لكترونأنه مهما يكن حالة الإ  هوهذا معنا
  .للصفر أبداً  نلا ؤ ت
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   Total angular momentum  ةالكلي ةالزاوي ركةكمية الح -ج

لجسيم ما بأنها محصلة الجمع المتجهي لكمية الحركة الزاوية  ،Ĵتعرف كمية الحركة الزاوية الكلية، 
  :ويرمز له رياضياً بالمعادلة ))2.2(أنظر شكل ( Ŝوكمية الحركة الزاوية المغزلية  L̂الدورانية 

ˆˆ ˆJ L S   

ordinary space)العادي ) الإحداثي(الفراغ  ل فيمثَ تُ  L̂ونظراً لأن   , , )x y z وŜ بفراغ  تمثل
,ˆˆفإن المؤثران متلازمان بمعني أن  (spin space)أخر وهو الفراغ المغزلي  0L S     وبالتالي

    :ةيحقق علاقات التلازم التالي Ĵولهذا فإن . يصبح لهما نفس الدالة المميزة

                (2.13) ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,x y z y z x z x yJ J i J J J i J J J i J                

 

 

 

 

 

  إتجاهياً إما بالامكان جمعهما  Ŝوكمية الحركة الزاوية المغزلية  L̂اوية الدورانية الحركة الز  )2.2( شكل
)a( متوازيين (Parallel)  أو)b( متضادي التوازي (Antiparallel).  

 الثاني هوو  j بعددين كميين، الأول هو العدد الكمي الكلي لجسيم ةالكلي ةالزاوي كمية الحركةعرف تو 
  :بحيث jm العدد الكمي المغناطيسي الكلي

(2.14)                 

2 2ˆ ˆ| , ( 1) | , ,       | | ( 1) ,

ˆ | , | ,

j j

z j j j

J j m j j j m J j j

J j m m j m

     

  

 


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1نجد أن  بالذرة ولإلكترون وحيد

2
j l . وتأخذ j  صحيحة وأيضاً قيم أنصاف (قيماً موجبة

,وتحدد بالقيم  )صحيحة 1 , ,j l s l s l s     لكل قيمة ، وj نجد أنjm  تأخذ
, القيم 1, , .jm j j j    2هو ) درجة الانتماء(وتكون التعددية 1jd j .   

0l، نجد أن s الأرضي لإلكترون بالمدار: سبيل المثالعلى    1و

2
s  1و

2
j   له المسقطانو 

1

2jm    2 التعددية تعطي فإن بالتاليو 1 2jd j   تناظرثنائي ال مدار ولذلك يدعي 
(two-fold degenerate) ، لإلكترون بالمدار وp 1، نجد أنl   بالتاليو j قيمتينتأخذ ال 

1 3
1

2 2
j    1و 1

1
2 2

j     1بالتالي و/ 2 3/ 2 2 4 6j j jd d d       هوبالتالي فو 

2l، نجد أن dلإلكترون بالمدارو ، تناظرالي سداس مدار   1بالتالي و 5
2

2 2
j     

1و 3
2

2 2
j     4التعددية و 6 10jd   .  الجدول التالي يوضح الدوال المرتبطة بالمدارات

, p, ds ونود أن نوضح هنا أنه من السهل أيضاً حساب قيمة التعددية  .وأعداد الكم الخاصة بها
للمدار باستخدام العلاقة     2 1 2 1jd s l   حيث أن القيمة المغزلية ،s  1تأخذ القيمة

2
دائماً  

  .لجسيم وحيد

| , jj m   j l المدار  

1 1
| ,

2 2
  

1

2
٠ s 

3 3 3 1
| , , | ,

2 2 2 2
   

1 1
| ,

2 2
  

3

2
  

1

2

١ 

 

  

p  

5 5 5 3 5 1
| , , | , , | ,

2 2 2 2 2 2
     

3 3 3 1
| , , | ,

2 2 2 2
    

5

2
 

3

2
 

٢ 

  

d  
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الخاصة بكمية الحركة الزاوية الكلية باستخدام  ملخص لخواص المؤثرات إلا يهما المعادلات التاليةو 

                            .شكل واحدبالتالي، جميع حالات الحركة الدائرية والمغزلية تدمج في  ،jالرمز 

                               

(2.16)

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 . 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,

ˆ | , ( 1) | ,

ˆ ˆ| , | , ; | ,

x y

x y z z z

x y z y z x z x y

j j

z j j j z j j

J J iJ

J J J J L S L S L S L S L S L S

J J i J J J i J J J i J J J i J

J j m j j j m

J j m m j m J j m m



   

 

          

               

   

    

  
   





2 2 2 2 2

| ,

ˆ | , ( 1) ( 1) | , 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 2 , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , 0,

j

j j j j

z z z

x y z

j m

J j m j j m m j m

J J J J J J J J J

J J J J J J J J J J



     

 



      

             
                      





  

   

  

 المنفصلالتمثيل و  الاقترانيالتمثيل  -د

Coupled and Uncoupled Representation  
  

,الكمية عدادبالأسابقاً دالة شرودنجر العامة  مثلنالقد  , ,l sl m s m  وقد محينا العدد الكميn 
, لأعداد الأربعةا .للتبسيط فقط , ,l sl m s m أعداد جيدة  يتدع(good quantum numbers)، 

 تعطينا مصفوفات قطرية للمؤثرات المميزة الدالة تجعل ببساطة ؟ لأنهاجيدةالعداد بالأ سميتفلماذا 
2 2ˆ ˆˆ ˆ, , ,z zL L S S من خلال المعادلات:  
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                  (2.17)

2
, , ,

, , ,

2
, , ,

, , ,

ˆ, , , , , , ( 1)

ˆ, , , , , ,

ˆ, , , , , , ( 1)

ˆ, , , , , ,

l s

l s

l s

l s

l s l s l m s m

l s z l s l l m s m

l s l s l m s m

l s z l s s l m s m

l m s m L l m s m l l

l m s m L l m s m m

l m s m S l m s m s s

l m s m S l m s m m









 



 



  

 ألأتيه المؤثرات يكون لها نفس الدالة المميزة؟ الحل هنا أن نحسب أقواس التلازم هوكيف نعلم أن هذ
  :لنجد أن

 (2.18)     2 2 2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , 0z z z z z zS L L L L S L S S L S S                             

,وبالتالي لها نفس الدالة المميزة وهي  ثرات متلازمةؤ وهي م , ,l sl m s m.  

أعداد كمية تجعل الدالة تعطينا مصفوفات  فأي ،؟ بالطبع لاهبوحيد المسموح ال التمثيلوهل هذا هو 
سبيل المثال الدالة على لنأخذ . تمثيلاً جيداً مُمَثلة أعداد جيدة وتصبح الدالة بالتالي  فهيقطرية 

, , , jl s j m 2، نجد أنها تعطينا مصفوفات قطرية للمؤثرات 2 2ˆˆ ˆ ˆ, , , zL S J J من خلال المعادلات:  

                                   

(2.19)

2
, , ,

2
, , ,

2
, , ,

, , ,

ˆ, , , , , , ( 1)

ˆ, , , , , , ( 1)

ˆ, , , , , , ( 1)

ˆ, , , , , ,

j

j

j

j

j j l s j m

j j l s j m

j j l s j m

j z j j l s j m

l s j m L l s j m l l

l s j m S l s j m s s

l s j m J l s j m j j

l s j m J l s j m m









 

 

 



  

,وبالتالي فإن الدالة  , , jl s j m هي دالة جيدة"good or pure state"  قترانيالاوتعرف بالتمثيل 
,الدالة  فعر تُ و  .(spin-orbit coupling representation) المغزلي-ألدوراني , ,l sl m s m 
  .(uncoupled representation) ذاتيال )المنفصل( بالتمثيل
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  :إذا تم تعريف الهملتونيان لإلكترون بذرة الهيدروجين بالصورة: مثال

21 1ˆ
2o rH

r
     
 

  

  المميزة الجيدة لهذا المؤثر؟ )أو الدوال( فما هي الدالة

ˆ متلازمة مع المؤثر الهملتونيوالغير  ؤثرات المتلازمةالم علميجب أن ن: الحل
oH ونجدهم كالتالي:  

2 2 2ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , 0o o o o zH L H S H J H J                 

,وهي  نفس الدالة المميزة مفإن له بالتالي، مؤثرات متلازمة اوحيث أنه , , jl s j m .أن  أيضاً  و نجد  

2 2ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , 0o o o z o zH L H S H L H S                 

,فإن الدالة بالتالي , ,l sl m s m  للمؤثر الهملتونيهي أيضاً دالة مميزة ˆ
oH.  

  

, قترنفي التمثيل الماحسب دوال المستويات الستة : مثال jj m بالمستوي  لإلكترونp ذرة ب
, ةمنفصلال بدلالة الدوال ينالهيدروج , , , ,l s l sl m s m l s m m.  

  : الدالة الكلية تعرف بالتاليبالنسبة لذرة الهيدروجين فإن : الحل

,( ) ( , ) , , , , , , , , , , ,
ltotal nl l m l s l s jR r Y n l m s m n l m s m n l s j m        

1حيث  1

2 2
1, , 1 , , 1, ,jl s j m j j j       الأولى  :منفصلتان وتظهر هنا حالتان

  هي
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max
1 3 3 1 1 3

      , , ,
2 2 2 2 2 2

1 m jj l s          

  الثانية هيالحالة و . تويات متناظرةولها أربعة مس

min
1 1 1 1

      ,
2 2 2 2

1 m jj l s         

,الدالة  سنستخدمللتمييز فقط و  .ولها مستويان متناظران jj m  بالصورة, 'jj m لنا  ىيتسن حتى
l,التفرقة بينها وبين الدالة  sm m. 

max ولىالأ  ةحاللل
3

2
j   ً3القيمة الذي لهو  ىمستو على بأ نبدأ أولا

2
m j  وهو  

                         (2.20) 1,1

3 3 1
1,

2 2 2
' ,lY m ms    

  .)Ŝأو  L̂بالمؤثر  Ĵحيث يمكن تغيير المؤثر (ة العامة العلاق وباستخدام

ˆ , ( 1) ( 1) , 1j j j jJ j m j j m m j m       

  :تأخذ الشكل (2.20) المعادلة  فإن

              (2.21)                    1
1,

2

3 3 ˆˆ ˆ,
2 2

'J L S   

  :يعطى (2.21)للمعادلة  الطرف الأيسر

              (2.22) 

1/ 2
3 1 3 1

, ' , '
2 2 2 2

3 3 3 3 3 3ˆ , ( 1) ( 1) 3
2 2 2 2 2 2

'J 
      

       
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 على تؤثر Ŝ فقط و lm على تؤثر L̂ مع ملاحظة أن(يعطي  (2.21) للمعادلة والطرف الأيمن

sm فقط:(  

 (2.23)       

 
1/ 2

1/ 2

1 1 1
1, 1, 1,

2 2 2

1 1 1 1 1 1
                       0, ( 1) ( 1) 1,

2 2 2 2 2 2

1 1
                       2 0, 1,

2 2

1(1 1) 1(1 1)

1

ˆˆˆˆ L SL S    

           

  

  



  

  :المعادلة أن صلن (2.23) و (2.22)ين ادلتمعوبمساواة ال

     1,0 1,1

3 1
, '

2 2

2 1 1 1 2 1
0, 1,

3 2 3 2 3 3
Y Y       

,المميزة  ةالدالهذه المعادلة؟ تعنى أن لنا  ماذا تعنىف jj m خطي جميعماهي إلا ت 

(Linear combination) المميزة  والمن الد, ,l sl s m m .  

  :التاليةالمستويات  للتحقق من السابقة نفس الطريقةستخدم ا: ليواجب منز 

      1, 1 1,0

3 1 1
, '

2 2 2

1 1 2 1 2
1, 0,

3 2 3 3 3
Y Y           

                                                       1, 1

3
, '

2 2

3 1
1,

2
Y       

max للقيمة بها الأربعة المسموحالمستويات وهذه 
3

2
j  حظة أن درجة الإنتماء هي مع ملا

3/ 2
3

1 4
2

2d    كما حسبناهم .  
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minللقيمة المسموح بهاالمستويات  لإيجاد
1

  
2

j   ً1له القيمة يوالذ مستوى بأعلىنبدأ أولا

2
m j  

1 وهو
, '

2 2

1
المميزة  ةالدالحيث أننا اخبرنا سابقاً أن ( اليوسوف نفترض أنه يأخذ الشكل الت 

, jj m المميزة  والمن الد خطي جميعماهي إلا ت, ,l sl s m m (:  

1 2 1 21,0 1,1

1
, '

2 2

1 1 1
0, 1,

2 2
c c c cY Y       

   :يتطلب معايرةشرط ال أن حيث

1 2

2 21 1
, , '

2 2 2 2

1 1
' 1c c    

1مع الدالة  وشرط التعامد
, '

2 2

  :يتطلب 3

1 2 2 1

1 1
, , '

2 2 2 2

3 1 2 1
' 0 2

3 3
c c c c       

  :نجد أن التعامد معايرة وال يشرط منو 

1

1

3
c    

   :صل إلي الشكل النهائي للدالةن أخيراً و 

       1,0 1,1

1
, '

2 2

1 1 1 2 1 1 2
0, 1,

3 2 3 2 3 3
Y Y               

  :ووه المستوي الأخيرعلى وباستخدام المؤثرات التنازلية نحصل 

         .1,0 1, 1

1
, '

2 2

1 1 1 2 1 1 2
0, 1,

3 2 3 2 3 3
Y Y         
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,ال المميزة و الدجميع هذا المثال يتضح لنا أن  من jj m المميزة  والخطي من الد جميعإلا ت يماه
, ,l sl s m m.  التجميع حسب معاملاتتو i

c صاعدية والتنازلية أو إما باستخدام المؤثرات الت
  :المتسلسلةباستخدام 

, ,
, ,, ' , ,

l s

l s

l s j
j m m m l s

m m m

j m C l s m m
 

   

,حيث المعامل ,
, ,l s

l s j
m m mC ولنا  .أخر بابجوردن وله خواص مهمة نتناولها ب_معاملات كلبش ىيسم

سوف تظهر لنا أهميتها عندما نتعامل مع جسيمين  جوردن_معاملات كلبشأن  مهم هنا وهو تعليق
مع جسيمين ) أو التصاعدية(ستخدام المؤثرات التنازلية لا الرياضية صعوبةالوهذا ناتج من . أكثر أو

  .فأكثر

  

  :بالصورة مؤثرإذا تم تعريف  :مثال
ˆˆ ˆ.soH L S  

ˆاحسب  ˆ,z soJ H  . 

  :نستخدم المفكوك التالي :الحل
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ. x x y y z zL S L S L S L S   

  :ومنه نجد

  2ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ.z z x x z y y z zL L S L L S L L S L S    

  و

 
2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ.

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ             

z x x z y y z z z z

x x z y y z z z

L S L L S L L S L L S L

L S L L S L L S

  

  
  



© Drs. I. Nasser and Afaf Abdel-Hady 
 

 37

ˆˆوقد استخدمنا العلاقة  , 0z zL S    .وبطرح المعادلتين السابقتين نحصل علي:  

   
 

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, .

ˆ ˆˆ ˆ             

z z x x z x z y y z y

y x x y

L L S L L L L S L L L L S

i L S L S

      

 
  

  : وبنفس الطريقة نجد أن

   ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, .z y x x y y x x yS L S i S L S L i L S L S         
  

ˆˆ ˆ ˆ ˆ, , 0z szo z z szoJ H L S H          

  :بالصورة مؤثرإذا تم تعريف : مثال

ˆˆ ˆ.soH a L S


  

  فما هي الدالة المميزة الجيدة لهذا المؤثر؟ ،ثابت aحيث 

ˆˆمتلازمة مع المؤثر والغير  المؤثرات المتلازمة علميجب أن ن أولاً   :الحل ˆ.soH a L S


ونجدهم  
  :كالتالي

2 2 2ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , 0,

ˆˆ ˆ ˆ, 0, , 0

so so so so z

so z so z

H L H S H J H J

H L H S

               
       

  

,ة الدال فإن اليوبالت , , jl s j m دالة مميزة للمؤثركح لهي التي تصˆˆ ˆ.soH a L S


.   

L.ˆˆالمتوقعة  احسب القيمة: مثال S


  

L.ˆˆمصفوفة قطرية للمؤثر على وجدنا بالمثال السابق أن الدالة الوحيدة التي نحصل منها : الحل S


 
,هي الدالة  , , jl s j m وهي التي سوف تستخدم لحساب القيمة المتوسطة .    
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 2 2 2

2

1

2

2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ. , , , , , ,

                      ( 1) ( 1) ( 1) , , ,

j j

j

L S l s j m J L S l s j m

j j l l s s l s j m  

  

     



 

1باستخدام و 

2
s  بالمتجة  من اليسار المعادلة السابقة طرفي وضرب, , , jl s j m  علىنحصل:  

2

2
3ˆ ˆˆ ˆ. , , , . , , , ( 1) ( 1)
4j jL S l s j m L S l s j m j j l l

 
 
  

     
  

  

 .jتبعاً للعدد  )تناظرال( وهي قيمة متعددة الطيات
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  تمارين عامة
 :باستخدام العلاقة العامة - ١

ˆ | , ( 1) ( 1) | , 1s s s sS s m s s m m s m       

  :تحقق من العلاقات التالية

1 1 1 1ˆ ,    (3/ 4) (1/ 2)(3/ 2) , 0
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1ˆ ,    (3/ 4) ( 1/ 2)(1/ 2) , ,
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1ˆ ,    (3/ 4) (1/ 2)( 1/ 2) , ,
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1ˆ ,  (3/ 4) ( 1/ 2)( 3/ 2) , 0
2 2 2 2

S

S

S

S





  

     

      

     



  

  



 

  : تحقق من أن - ٢

 2 2 2 2

2 2
2

1ˆ ˆ ˆ ˆ
2

          ( 1)
2 4

x x z

s

S S S S

s s m

          

     
   

ˆحيث       ˆ, | | ,s sA s m A s m      

 

1مستويات الطاقة لجسيم له القيمة  أوجد - ٣

2
s  2وl  والهملتونيان :  

ˆˆ ˆ ˆ ˆ. .H a bL S cL L    

  .ثوابت وذلك باستخدام الوحدات الذرية cو bو a حيث     
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  :استخدم العلاقة: الحل

 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )

   ( 1) ( ) ( 1) ( 1)

b b b b

b b b

H a J L S cL a J c L S

a J J c L L S S

         

       
  

  : بالتالي

2 2

2 2

5

2

3 3

2 2

ˆ 6 ,

ˆ 6

J E H a b c

J E H a b c





    

    

 

 
 

  :التاليلتمثيل المصفوفي تحقق من ا - ٤

     

     2

0 0

0 0

1 0

1 0 0 0 12 2 2

1 0 0

0 0 1 0 0 1

1

13

4

ˆ ˆ ˆ; ;

ˆ ˆ ˆ; ; ;

x y z

i

i
S S S

S S S 





     
       

     
     

       
     

  

  
  

 

) ليس مهم أن يتلازما مع بعضهما( يمتلازمين مع مصفوفات باولالو  Bو A للمتجهين - ٥
  :ثبت أنا

 

 2

) ( )( ) ( ) ( )

) , 2 ( )

ˆ) 1

a i

b i

c

 

 



  
  



.A .B = A.B . A B
.A .B . A B

.i

 

إذا عرفنا المؤثر  - ٦ 1

2 x yi     تأكد من العلاقات التالية 

     2 , , , , , , , ,z x z y z zi                           
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1للقيم  - ٧

1

2
j   2و

1

2
j  ,1رافقى التمثيل الت اثبت أن دوال 2j j jm  المسموح بها

1منفصل التمثيل التعطي بدلالة والتي  1 2 2 1 2j m j m m m هي: 

1 2
1 2

1 2

1 2
1 2

1 2

,

1 1 1 1 1 1 1 1
, , , , ,

2 2 2 2 2 2 2 21 2 1 2

,

1 1 1 1 1 1 1 1
, , , , ,

2 2 2 2 2 2 2 21 2 1 2

1 1 1 1
11 , ,

2 2 2 2

1
10

2

1 1 1 1
1 1 , ,

2 2 2 2

1
00

2

j j

j j

j j

j j

 
   
  

 
   
  





   



 

 أن اثبت - ٨

 1ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ.
2z zL S L S L S L S      

L.ˆˆللمؤثر  يل المصفوفتأكد من التمثي Pلإلكترون بالمدار - ٩ S
 

  

lm, منفصلفي حالة التمثيل ال -  أ ms 

استخدم[ 1ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ.
2z zL S L S L S L S      [ 

 

1 1 1 1 1 1
1,      1,         0 ,          0 ,       1,   1,

2 2 2 2 2 2

1
1,

2

1
1,

2

1
0,

2

1
0,

2

1
1,

2

1
1,

2

2

                       

1 0 0 0 0 0

0 1 2 0 0 0

0 2 0 0 0 0ˆˆ.
2 0 0 0 0 2 0

0 0 0 2 1 0

0 0 0 0 0 1

L S

    







 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 


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j, فقىراتفي حالة التمثيل ال - ب jm ]استخدم 2 2 21ˆ ˆˆ ˆ ˆ.
2

L S J L S   [ 

 

3 3 3 1 3 1 3 3 1 1 1 1
,  ,  ,  ,  ,   ,

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3'
,

2 2

3 1
,

2 2

3 1'
,

2 2

3 3
,

2 2

1 1
,

2 2

1 1
,

2 2

'

2

'

'

'

                        

ˆˆ.
2

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 2

L S

     
  







 
 
 
 
   
 
 
 
 
 





  



© Drs. I. Nasser and Afaf Abdel-Hady 
 

 43

  )A.2( ملحق
 الرموز الطيفية

Spectroscopic Notation  

:منها على سبيل المثالعرفت المستويات الذرية بأعداد كم مختلفة   
في  لكترونوهو الذي يحدد المستوى الذي يقع فيه الإ  :)n(العدد الكمي الرئيسي  - ١

للمستويات الذرية بحروف  ونرمز. وأيضاً يحدد طاقة المستوى وبُعدهُ عن النواة الذرة
 :لاتينية كبيرة كالتالى

 
4  3  2  1  n 
N  M  L  K  المستوى  

  
l(لمدارى العدد الكمي ا - ٢  نحدد قيم المدارات الفرعية في المستوى الأساسي ومنها:)

)n(  1إلى ٠منn  . 

  
3  2  1  0  l 
f  d  p  s   ينلكترو المستوى الإ  
F  D  P  S  المستوى الذري  

 

ويحدد هذا العدد اتجاهات المدارات في   :)lm(لمدارى المغناطيسي العدد الكمي ا - ٣
2ويعطى بالعلاقة  )l(لمدارى لعدد الكمي االفراغ ل 1lm l  

ويحدد هذا العدد اتجاهات المدارات في الفراغ :)sm(لمغزلي المغناطيسي العدد الكمي ا - ٤
2ويعطى بالعلاقة  )s(لمغزلي لعدد الكمي ال 1sm s  

J(لكلي العدد الكمي ا - ٥ (.  
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ي  إلا لكترونلمستوى الإ بالرغم من أن رموز المستوى الذري ما هي إلا الحروف الكبيرة لرموز ا
   :أنها تستخدم في تعريف الرمز الطيفي بالشكل

  

  

  

  

  

  

  

2nلمستوي ا مداراتب لكترونلإ الجدول التالي يوضح الرموز الطيفية و  .  

| الرمز الطيفي , jj m   j l  المدار  
2

1

2

2 S1 1
| ,

2 2
  

1

2
 ٠  s 

2
3

2

2 P

2
1

2

2 P

3 3 3 1
| , , | ,

2 2 2 2
   

1 1
| ,

2 2
  

3

2
  

1

2 

١ 

 

  

p  

  

               L 
J

  عدد الكم الأساسى

  التعددية المغزلية

  العدد الكمي المداري

  العدد الكمي الكلي

2S+1

n
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  )B.2( ملحق
جوردن_معاملات كلبش  

Clebsch-Gordan coefficients  

1المقترنة ال المميزة و الدجميع  لقد وجد بالأمثلة أن 2; Jj j JM والخطي من الد جميعإلا ت يماه 
المنفصلة المميزة

1 21 2, ,j jj m j m مع وجود الشرط ،
1 2J j jM m m .  حساب معاملات قد تمو 

iالتجميع 
c وفي هذا الملحق سوف نتناول طريقة أخري . باستخدام المؤثرات التصاعدية والتنازلية

i حساب المعاملاتل
c باستخدام المتسلسلة:  

)2. .1B(        1 21 2

1 2

1 2 , 1 2; , ,
j j

j j

j m m j j
m m

j j JM C j m j m  

ت حيث المعاملا
1 2

,j jm mC ت المعاملاطريقة حساب . جوردن_معاملات كلبش ىسمت
1 2

,j jm mC 

تحتاج لتفاصيل عديدة بعيدة عن مستوي هذا الكتاب، لذا سوف نعرض جداول لبعض القيم  وخواصها
  . الخاصة التي تفيدنا في دراستنا

, JJ M  
1, 1  0,0  1,0  1,1  

2j
m  

1j
m  

١  ٠  ٠  ٠  
1

2
  1

2
  

٠  1

2
  1

2
  ٠  

1

2
  1

2
  

٠  1

2
  1

2
  ٠  

1

2
  1

2
  

٠  ٠  ٠  ١  
1

2
  1

2
  

.2)جدول  .1)B جوردن _معاملات كلبش
1 2

,j jm mC 1  للقيم 2
1

2
j j .  
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لحساب الدالة المقترنة  -١افترض فقط الحركة المغزلية لإلكترونان، استخدم الجدول : مثال

1 2
1 1

, ,
2 2

; , ;1,0Ss s S M  1، وللاختصار سوف نستخدم 2, ; , , 1,0S Ss s S M S M  .  

2للدوال ) -١انظر الجدول ( خطيال جميعتنجد أنها تتكون من ال 1,0الدالة المترافقة  :الحل 1  
1و 2   حيث أن

1 2
0S s sM m m   1,0بالتالي نحن نتوقع الصورة العام للدالة . لكل منهما 

  :بالشكل
)2. .2B(                       1 1 1 1

, ,
2 2 2 2

1 2 2 11,0 C C   
 

   

  : نجد أن) بالنظر رأسياً بالعمود الرابع(ومن الجدول السابق 
)2. .3B(                      1 1 1 1

, ,
2 2 2 2

1
2

C C
 
   

  :ومنهم نجد
)2. .4B(                       1 2 1 2

1

2
1,0       

  
  : للتأكد من أن -١افترض فقط الحركة المغزلية لإلكترونان، استخدم الجدول  :واجب منزلي

 

1 2

1 2

1 2 1 2
1

2

1,1                                                      (2. .5 )

1, 1                                                    (2. .5 )

0,0                                    (2. .5 )

B a

B b

B c

 

 

   



 

 

  

  
تحقق من أن الدالة : مثال 1 2 1 2

1

2
0,0       0لها القيمةSM .  

  
للتحقق من أن الدالة  :الحل 1 2 1 2

1

2
     0لها القيمةsm  نسترجع معادلة  يجب أن

ˆالقيم المميزة 
z sS m بالمؤثر  0,0الدالة  نؤثر علي ، لذلك يجب أنˆ

zS كالتالي:  
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    

 
 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2

2 1 2 1 1 2 1 2

1 1

2 2

1

2

1 1 1 11
2 2 2 22

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ                              

                              0

z z z

z z z z

S S S

S S S S

       

       

       

   

   

    

  

ˆلاحظ هنا أن المؤثر . وهو المطلوب إثباته
izS  قد أَثرَ على الإلكترونi فقط.  

  
تحقق من أن الدالة : واجب منزلي 1 2 1 2

1

2
     0لها القيمةS  .مع ملاحظة أن:  

 
 

2
2 2 2

1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1

2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ   2 z z

S S S S S S S

S S S S S S S S   

     

      

  

 

تحقق من أن الدالة : واجب منزلي 1 2 1 2
1

2
     0لها القيمSM  1وS  . 

  

.2)استخدمنا الجدول: ملحوظة .1)B  1المقترنة ال و الدلحساب 2; jj j jm المنفصلة  والالد بدلالة

1 21 2, ,j jj m j m .2)الجدول. .1)B  المنفصلة  والالديُمكننا من حساب
1 21 2, ,j jj m j m 

1المقترنة ال و الدبدلالة  2; jj j jm . 2)على سبيل المثال من الجدول. .1)B نجد أن:  

)2. .6B(                      
 

 
1 2

1 2

1
1, 0 0, 0

2

1
1, 0 0, 0

2

 

 

 

 
  

.2(المعادلتان  .6B(  2)بطرح وجمع كل من المعادلتان يمكن التأكد منهما. .4)B 2)و. .5 )B c.  
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   .تحقق من قيم الجدول ألتالي باستخدام المؤثرات التصاعدية والتنازلية: واجب منزلي
  

, JJ M  
3 3

2 2
,1 1

2 2
,3 1

2 2
,  1 1

2 2
,  3 1

2 2
,  3 3

2 2
,  2j

m  
1j

m  

١  ٠  ٠  ٠  ٠  ٠  
1

2
  ١  

٠  ٠  ٠  2
3

  1
3

  ٠  
1
2

  ١  

٠  ٠  ٠  1
3

 2
3

 ٠  
1

2
  ٠  

٠  1
3

 2
3

 ٠  ٠  ٠  
1

2
  ٠  

٠  2
3

  1
3

  ٠  ٠  ٠  
1
2

  ١ -  

٠  ٠  ٠  ٠  ٠  ١  
1

2
  ١ -  

.2(جدول  .2B( جوردن _معاملات كلبش
1 2

,j jm mC 1  للقيم 2
1

2
1,j j .  
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 طرق تقريبية لحل مسائل ميكانيكا الكم

methods in solving  Approximative
quantum mechanics problems  

 

الهيدروجين  ذرة, مثل المتذبذب التوافقي(سابقاً معالجة و حل معظم المسائل الفيزيائية لقد تم 
الخاص بها و  البسيط انالمسائل لها الهملتوني هذه. حلاً كاملاً  )وجسيم بداخل مربع أو مستطيل جهد

وفى . ةودوالها المميز التالي استطعنا حل معادلات شرودنجر وحصلنا على طاقة المستويات بو 
وذلك ناشئ من تعقد . وجد أنظمة فيزيائية أخرى مهمة ولا يكون لها حلاً متكاملاً ت هالحقيقة أن

الهليوم أو ذرة الهيدروجين في ذرة  :النظم همثال لهذ .نظراً  لوجود حد الجهد فيها رشرودنجمعادلة 
المسائل يجب أن نلجأ إلي طرق تقريبية  هذهولحل . مجال كهربي أو مغناطيسي أو كلاهما معاً 

  :ان هميأهم وأبسط نظريتو  ،مختلفة

  الخطية التغاير نظريةو )Variational theory(نظرية التغاير -١
                                                             )Linear variational theory(.  

Perturbation theory(الاضطرابنظرية  -٢  )nondegenerate states( المنفردةللمستويات  )
Time independent( لا تعتمد على الزمن أيضاً  التيو  )degenerate states(والمتناظرة (.  

Time dependent perturbation theory(المعتمدة على الزمن لاضطرابنظرية ا -٣ (.   
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 ثالثالباب ال

 نظرية التغاير

Variational theory  
 مستوىأهمهم طاقة ال( حساب قيم الطاقة للمستويات المختلفةل هي طريقة بسيطة نظرية التغاير

ويتم . ومقارناتها بالقيم المعملية )يلأي نظام فيزيائيي أو كيميائ ىالأرضي لما لها من أهمية قصو 
 لنفترض. معقد فيزيائيام ظلن واختبارها )لها بعض الشروط( دالة تجريبية تخمين ذلك عن طريق

 بالهملتونيان يوصف فيزيائيام ظلن 1E المميزة الأرضي مستوىأننا نود أن نحسب طاقة ال مثلاً 
Ĥ،  الطريقة  هيلصعوبتها، فما  )الزمنعلى الغير معتمدة (ولكننا لا نستطيع حل معادلة شرودنجر
وقبل أن نتعرف على الوصفة لهذه الطريقة نود أن نوجه النظر إلى حقيقة مهمة وهي أن   ؟مثلىال

مهما (  يرةاعم اختياريةلأي دالة  وهو أنهُ ) مؤخراً  هسوف نثبت(مبدأ مهم على تبني  نظرية التغاير
 )أو تتساوي مع(من على الدالة تعطي قيمة أ هذهالطاقة المتوسطة المحسوبة ل فإن) الدالة هتكن هذ
  :الأرضي المميزة وتمثل بالمعادلة مستوىطاقة ال

)3.1                                  (1Ĥ E    

  :الخطوات التالية نتبعالتغاير تطبيق نظرية ول

( معيرة دالة تجريبية) تخمين(اختيار  -١ ( , , )a b  ( تحتوى على عدد من المتغيرات
) المجهولة , , )a b  .من حيث التماثل وتحقيق ( أن تعبر عن الدالة الحقيقية الدالة يفترض ههذ

  .)لخا ....الشروط الحدودية

عن طريق استخدام  Ĥ تحسب القيمة المتوسطة للطاقة المطلوبة و المرتبطة بالهملتونيان -٢
  العلاقة

)3.2                      (ˆ( , , ) | |W a b H     

 )optimum value(المثالية ة القيملحساب وإيجاد  -٣
)للمتغيرات , , )a b  برسم  الطريقة الأولي تأتي: نتبع طريقتين
aمثل (حدة على لكل متغير  )3.2( المعادلة  واختيار) كما بالرسم 

عملية  ليستالطريقة  هذه ولكن. من الرسم minWأقل قيمة للطاقة 
a 

W 
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حدة على بالنسبة لكل متغير جزئياً  )3.2( فاضل المعادلةن نأ يلذلك نلجأ للطريقة الثانية وه تماماً 
   :التي تحقق الشرط المثالية ثم نجد قيمهم

)3.3                               (0, 0,
W W

a b

 
 

 
    

   .(Lower limits)ى عند النهايات الصغر وذلك 

على  نحصل )3.2(بالمعادلة  بها التعويضبالخطوة السابقة و  للمتغيرات القيم المثالية مباستخدا -٤
  ).المطلوبة(والمفترض أن تكون قريبة من القيمة العملية  minW للطاقة مثلىالقيمة ال

  :يرة فإن مبدأ التغاير يطبق على التكاملافي حالة كون الدالة غير مع: ملاحظه

)3.4(                             
ˆ| |

|

H
W

 
 

 


 
.  

 

 هذهفإن الطاقة المتوسطة المحسوبة ل) الدالة هذهمهما تكن (  يرةامع اختياريةلأي دالة : نظرية
  .الأرضي المميزة مستوىطاقة ال )أو تتساوي مع(من على الدالة تعطي قيمة أ

والمؤثر ) بسيطاً أو معقداً (يوجد لدينا نظاماً فيزيائياً  هض أننفتر النظرية س ههذ لإثبات: الإثبات
له فئة لانهائية من مستويات الطاقة المميزة و  فو معر  الخاص به Ĥ الهملتوني iE  بحيث أن

1 2 nE E E     المميزة والدوال  i )المستويات  هالتابعة لهذ) مدةايرة و المتعاالمع
  بحيث أن

)3.5(                                             |i j ij       

  :ةحكمها المعادلة التاليت )الزمنعلى عتمد ت تي لاال( فإن معادلة شرودنجروعلية 

)3.6(                                           ˆ | |i i iH E      

  :والطاقة المميزة
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)3.7(                                     ˆ| |i i iE H     

الدوال المميزة  فلا نعر لأننا  iE القيم حساب غالباً  علا نستطيويجب أن نتذكر هنا أننا  i  

ولا  Ĥمرتبطة بالمؤثر الهملتوني   ولهذا سوف نفترض دالة Ĥبالمؤثر الهملتوني  والمرتبطة
 القيمة أحاديةلها أن تمثل دالة موجية معينة عدا أنها تحقق شروط الدالة المميزة كونها  طيشتر 

  :يرة وفق الشرطاومستمرة ومع

)3.8(                                              | 1      

  التكاملب القيمة المتوقعة للطاقة ومن مبدأ التغاير الذي يشكل أساس طريقة التغاير نعرف

)3.9(                                            ˆ| |W H     

الدوال المميزة ب كمفكوك  الدالة وسوف نختار i بالصورة:  

)3.10(                                        | |i ii
a      

  نجد أن  )3.1( المعادلة وباستعمال. ثوابت iaحيث 

)3.11(                 

* * 2

, ,

2

| | | 1,

| |

j j i i j i ij i
i j i j i

i i i
i

a a a a a

W E a E

    

 

   

 

  


      

  :الأرضي يعطي بالعلاقة مستوىطاقة ال ونعلم أن

)3.12                          (2
1 1| |i

i

E a E     

  أن القيمةومنه نجد 

)3.13                         (  
1

2
1 1| | ( )

i

i i
i positive E E

W E a E E


      

1W وبالتالي ،كمية موجبة إلا هيما E.  للطاقة ن الدالة المقترحة تعطينا قيمة علياأ عنىيوهذا 
 مميزةللطاقة ال همساوي Wتكون القيمة المتوقعة للطاقة و ). يزةمأكبر من الطاقة المبمعني أنها (
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1E كون جميع الثوابت  الةح فيia  1مساوية للصفر ماعداa تحقق الشرط ي وبمعني أخر حينما
1 .  

لذرة الهيدروجين باستخدام طريقة التغاير للدالة الاختيارية  مستوى أدنىاحسب طاقة  : ٣,١ مثال
1 ( ) ar

s r Ne   حيثa و متغير اختياريN  مع ملاحظة أنه باستخدام . ةالمعياريثابت
  :صيغة التاليةبال الهملتونيانيكتب  )Aانظر الملحق ( الوحدات الذرية

2 11ˆ
2 rH

r
     

2 حيث 2
2

1
r r

r r r

 
 

 
.  

,(في الإحداثيات الكروية  Nعيارية منا أولاً نحسب ثابت الو دع :الحل ,r  ( شرط  باستخدام
sin2d مع ملاحظة أن( عياريةمال r d d  r =(:  


2

2

1 1 1

2
2 2 2

0 0 0

21 2

4

|  ( )

                     sin

s s s

ar

a

r d

N r e dr d d
 



  

  




  





  


r

  

2( التكامل القياسيباستخدام و 
3

0

2brr e dr
b


 ( .د أنجن وبمساواة المعادلة السابقة بالواحد:  

3/ 2
2

3

1
4 | | 1

4

a
N N

a



    

1 التكامل قيمةولحساب  1
ˆ| |s sW H    نعلم أن:  
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2 1 1
1 2

3/ 2
2 1

2

3/ 2
2

2

3/ 2 2

1 1ˆ
2

1
 ( )

2

1
         (2 )

1
    

2

s s
s

ar s

ar

ar

H r
r r r r

a
r ae

r r r

a a
r r a e

r r

a a a
e

r

 














      
      

     
 

  
 

  

  :)4حيث أن التكامل على الزوايا يعطي ( ومنه نجد

2
* 2 3 2 2
1 1

0 0

2 2
3

2 3

1ˆ4 4
2

1! 2!
    4 ( 1)

(2 ) 2 (2 ) 2

ar
s s

a a
W H r dr a e r dr

r

a a
a a a

a a

  
 

 
   

 
 

     
 

 

  

  :نستخدم التفاضل aللمتغير مثلىالقيمة ال لحساب بالتاليو 

2

1 0        1
2

W a
a a a

a a

  
          

  

1aنعوض بقيمة  مستوى أدنىولإيجاد طاقة   بالمعادلة  

.
2

1 min

1 1
1  Hartree

2 2 2

a
E W a      

  

في السبب  .مستوىللهذا ا حقيقيةلقيمة الا معتماماً  ةً ساويم 1Eنلاحظ هنا أن القيمة المحسوبة 
 .نافي حسابات روجيندالأرضي لذرة الهي مستوىالحقيقية لل لمميزةأننا استخدمنا الدالة ايعود إلى  ذلك
لنري أين تقع القيمة  aالطاقة كدالة في المتغير  هذهدعنا نرسم  من صحة الحسابات لنتأكد والآن

أن القيمة  الأسفل بالرسم من الواضح. )optimum value( مثلىوالتي هي القيمة ال الصغرى
1a  )كما أثبتنا رياضياً (والتي تعطي أصغر قيمة للطاقة  مثلىهي القيمة ال) بالوحدات الذرية .(  
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-0.5 0 0.5 1 1.5 2
a

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

W

Plot W versus a

  

يمكن . باستخدام البرنامج ماثيماتيكا لحساب قيم الطاقة بواسطة طريقة التغايركتب  تاليالبرنامج ال
 مكان تغيير شكل الدالةلاوأيضاً با. تنفيذ البرنامج للتأكد من الحسابات i لحساب قيم الطاقة 

  .المصاحبة لها
 

Y1= Nã- ra
 

aa=IntegrateAr2 Y12,8r,0,¥<,Assumptions®a>0EH*Ù0¥r2 Y12 âr *L
 

SolveAJà
0

2 p
âf N*Jà

0

p
Sin@qD â qN* HaaLŠ 1, NEH*calculate the normalization constant *L 

HY1= -
1
2 r2

 ¶rIr2 ¶rY1M-
Y1
r
 Simplify

 

W = IntegrateAr2 Y1* HY1,8r, 0, ¥<,Assumptions® a > 0E aa  

select= Solve@¶aW Š 0, aD 

b= a .select@@1DD 

W  .8a® b<  N  
  

)  لة الاختيارية باستخدام طريقة التغاير للدا:  ٣,٢ مثال ) axx xe حيثa  متغير اختياري
  :يتحرك في مجال جهد معرف كالتالي لجسيم مستوى أدنىاحسب طاقة 
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      0
( )

      0

x
V x

x x

 
    

0xعندما  ةحيث أن الجهد يؤول إلي مالانهاي: الحل   ختارة تأخذ الشكلفإن الدالة الم:  

0          0
( )

      0ax

x
x

xe x
 


  

  

 :نحسب ولهذاوهذه الدالة غير معايرة 

                  2 2
3

0

1
  ;

4
axx e dx

a
 


   

) جهدالونعلم أن الهملتونيان لجسيم يتحرك في مجال  )V x هو 
2 2

2
ˆ

2

d
H x

m dx
  

 ولذلك : 

2 2

2

2 2

2
0

2
2

0

2
2 2 3 2

0 0

2

4

ˆ
2

              
2

              ( 2)
2

              ( 2)
2

1 3
              

2 4 8

ax ax

ax ax ax

ax ax

d
H x

m dx

d
xe x xe dx

m dx

xe ae ax x e dx
m

a xe ax dx x e dx
m

m a a

   


 


  

 
 

  

 
   

 
 

    
 

   

 





 











 

  :التاليوب

2 2ˆ| | 3
( )

| 2 2

H a
W a

m a

 
 

 
  

 


 

)العلاقة  وباستخدام )
0

W a

a





هي  مثلىال a نجد أن قيمة 

1/3

2

3

2

m 
 
 

  :هي المثالية والطاقة 
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1/3 1/3 1/32 /32 2 2 2 2 2

min 2

3 3 3 2 9 2 3 9
 

2 2 2 2 2 3 4 3 2 4

a m
W

m a m m m m

                 
       

    


.  

  

م طريقة التغاير للدالة ااستخدبلتوافقي الخطي للمتذبذب ا مستوى أدنىحسب طاقة ا:  ٣,٣ مثال
  :الاختيارية

2 2
cos( )  

( )
0         elsewhere

a a
ax x

x
 


    


  

 يعرف بالمعادلة الهملتونيانو  متغير اختياري aحيث 
2 2

2
2

1ˆ
2 2

d
H kx

m dx
  

 ، حيث

2 k m.  

لحساب القيمة  :الحل
ˆ| |

( )
|

H
W a

 
 

 


 
  : هوو  نبدأ أولاً بحساب المقام 

/ 2/ 2
2

/ 2/ 2

1
cos ( ) sin(2 )

2 4

1 1
          sin( ) sin( )

4 4 4 4

          
4 4 2

aa

aa

x
ax dx ax

a

a a a a

a a a





 

  

  



     

       
 

  



  

  :يالتاليحسب ك البسطو 
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/ 2 2 2
2

2
/ 2

/ 2 / 22 2
2 2

2
/ 2 / 2

cos( )

/ 22 2
2 2 2

/ 2

1ˆ cos( ) cos( )
2 2

1
              cos( ) cos( ) cos ( )

2 2

1
              cos ( ) cos ( )

2 2

a

a

a a

a a
ax

a

a

d
H ax kx ax dx

m dx

d
ax ax dx k x ax dx

m dx

a
ax dx k x ax dx

m





 

 





 


 




 
   

 

  

 



 











2

/ 2

/ 2

2 2

2              ( )
2 2

a

a

I

a
I

m a









 






  

  :وأثبت أن 2Iاحسب القيمة : واجب منزلي

/ 2 3
2 2

2 3
/ 2

1
cos ( )

2 48 8

a

a

k
I k x ax dx

a





 



 
   

 
  

 :ومنه نجد

2 2 3 2 2

3 3
ˆ ( ) 1

2 2 48 8 4 8 6

a k a k
H

m a a m a

      
   

        
   

 
 

  :التاليوب
2 2

3 2 2 2

2

1
ˆ 4 8 6| |

( ) 1
| 2 4 6

2

a k
m aH a k

W a
m a

a

  
  

 

 
               




 

) التفاضلية وباستخدام العلاقة )W a

a




  :نجد 

2 2

3

( )
1

2 6

W a a k

a m a

 
     

  

  :هي ىالمثل aأن قيمة ومساواة القيمة السابقة بالصفر نجد 
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1/ 4
2

2

1

12 2

mk
a

             
   

  :هي المقابلة لها والطاقة
2 2 2

min 2

1/ 2
2 2

2
2

1/ 2
2

2

1
 

2 24 4

1 1
12 2 24 4

        
2 1

12 2

        
2

a k
W

m a

mk
k

m mk

A B

A



 



 

 
   

 

                    
            

 








 

  

  و
1/ 22 21 1

 0.56786, 0.16123,
12 2 24 4

A B
    

        
   

  

  :المثلي ومنها نحصل على الطاقة

min

0.56786 0.16123 1
0.56786 1.1357

2 0.56786 2oE W           
 

     

  .أكبر من القيمة الحقيقية% ١٤وهى 

) لرسم الدالة المفترضةو  )x في المدى المعرف / 2, / 2  ومقارنتها بالدالة الحقيقية:  

2
1/ 4

/ 2
o ( )= ,bxb m

x e b



   

  
  

  :شكلالمعيرة بالو يجب أن نعرف الدالة المفترضة 

2 2
cos( )  

( )
0            elsewhere

a a
N ax x

x
 


    

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2aوهو) يترك كواجب منزلي( حسابهعيارية ومن السهل مهو ثابت ال N حيث
N


 وa  قد

  :تعطي بالعلاقةحسبت سابقاً و 

1/ 4 1/ 41/ 22 2 2 2

2

1 1
0.7536

12 2 12 2

m m
a b

                                
  

1bلرسم سوف نستخدم باوللتبسيط  .  
0xالرسم التالي يوضح مدي الفرق بين الدالتين وخصوصاً في المنتصف حول و   . المنحني ذو

oيعبر عن الدالة الحقيقية صلالخط المت ( )x عن الدالة المفترضة منحني المتقطع يعبرلوا 
( )x.  

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
x

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

noitcnufevaw
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  (Linear variational method) ةالتغاير الخطينظرية 
 هي عبارة عن جمع خطي سوف نفترض هنا أن الدالة التجريبية المقترحة 

(Linear combination) الاختياريةض الدوال لبع i  المحددة والمعروفة والتي لا يشترط لها أن
  :ولسهولة الإيضاح سوف نستخدم دالة تجريبية بسيطة مثل. تكون معيرة أو متعامدة

)3.14                (                    1 2 1 1 2 2( , )a a a a        

ولحساب التكامل . متغيرات اختيارية naحيث 
ˆ| |

|

H
W

 
 

 


 
  ، نجد أن

      1 1 2 2 1 1 2 2

* * * *
1 1 11 2 2 22 1 2 12 2 1 21

| |

             

a a a a

a a S a a S a a S a a S

           

   
  

       
1 1 2 2 1 1 2 2

* * * *
1 1 11 2 2 22 1 2 12 2 1 21

ˆ ˆ| | | |

                    

H a a H a a

a a H a a H a a H a a H

           

     

  :الرموز استخدمناحيث 

ˆ| | ;

|

ij i j ji

ij i j ji

H H H

S S

 

 

   

     

   :صورةالعلى  Wالمعادلة التي تحتوينستخدم  والآن

)3.15        (             
* * * *

1 1 11 2 2 22 1 2 12 2 1 21

* * * *
1 1 11 2 2 22 1 2 12 2 1 21     

a a H a a H a a H a a H

W a a S a a S a a S a a S

  

   
          

*نستخدم التفاضل  Wالقيمة الدنيا للطاقة على وللحصول  *
1 2

0, 0,
W W

a a

 
 

 
على فنحصل  

  :المعادلتين الأتيتين
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)3.16        (                   
   

11 11 1 12 12 2

21 21 1 22 22 2

0

0

H WS a H WS a

H WS a H WS a

   

   
     

وتبعاً لنظرية المعادلات الجبرية . 2aو  1a وهما زوج من المعادلات الجبرية الخطية في المتغيرات
1أنه غير الحل  يبمعن(, الخطية فإنه يوجد حل غير صفري 2 0a a   ( إذا ساوينا محدد

  : بمعني أن, فرالمعاملات بالص

)3.17        (                    
   

11 11 12 12

21 21 22 22

 0
H WS H WS

H WS H WS

 


 
    

وهذا يعني أن الحل النهائي سوف يعطينا . Wالثانية في درجةومنها نحصل على معادلة من ال
قيمة لتمثيل طاقة  دنىجذرين أو قيمتين للطاقة وبناء على مبدأ التغاير فإننا سنختار الجذر الأ
الجذر الثاني للمعادلة . المستوى الأرضي للنظام، أو على الأقل الحد الأعلى لطاقة المستوى الأرضي

  ).وهو عموماً ليس بالدقة المطلوبة(يعطي الحد الأعلى لطاقة المستوى المثار الأول 

  :للحالة العامة والتي تتكون فيها الدالة تجريبية بالشكل العام

)3.18   (                         1 2
1

( , , )
N

n n
n

a a a 


                   

   :ونتيجةً للشروط

*
0, 1,2,

i

W
i N

a


 


  

  من المعادلات الجبرية الخطية ومنها نحصل على المحدد العام Nسنحصل على 

)3.19     (      

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

0

N N

N N

N N N N NN NN

H WS H WS H WS

H WS H WS H WS

H WS H WS H WS

  
  



  




   

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يمثل أدنى جذر للمعادلة . Wفي المتغير  N درجةالمعادلة عبارة عن متعددة الحدود من ال هذهو 
1Nالجذور المتبقية وعددها . المستوى الأرضي فيقيمة تقريبية لطاقة النظام الكمي    ماهي إلا

1Nقيم تقريبية للمستويات  المتبقية .  

  : لجسيم يتحرك بداخل جهد أحادي الإحداثيات يعطي بالصورة :٣,٤ مثال

0       0 1
( )

      0 1

x
V x

x

 
     

  باستخدام طريقة التغاير الخطية للدالة الاختيارية مستوى أدنىاحسب طاقة 

1 2 1 1 2 2

2 2
1 2

( , , ) ;   

            (1 ), (1 )

a a x a a

x x x x

  

 

 

     

1متغيرات اختيارية والشروط الحدودية  iaحيث   2 1 2( , ,0) ( , ,1) 0a a a a   محققة.  

ني هوهملتو لهذا المثال نعلم أن المؤثر ال: الحل
2 2

2
ˆ

2

d
H

m dx
 

  ومستويات الطاقة المميزة هي
2

2 2

2nE n
m


  وللتبسيط سوف نستخدم

2

1
2m


 وعليه فإن التكاملات تحسب كالتالي:            

1 1
2 2 2

11 1

0 0

1 1
2 4 2

22 2

0 0

1 1
3 2

12 1 2

0 0

(1 2 ) 1/ 30;

(1 2 ) 1/ 630;

(1 2 ) 1/140;

S dx x x x dx

S dx x x x dx

S dx x x x dx





 

    

    

    

 

 

 
   

1 1 12
1

11 1 1 1 2
0 0 0

ˆ 2 (1 ) 1/ 3;
d

H H dx dx x x dx
dx

           
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1 1 2
2

22 2 2 2 2
0 0

1
2 2 4 4 5

0

1 1 2
2

12 1 2 1 2
0 0

1
2 3

0

ˆ

      2 (1 8 19 18 6 ) 2 /105;

ˆ

     ` 2 (1 7 12 6 ) 1/15

d
H H dx dx

dx

x x x x x dx

d
H H dx dx

dx

x x x x dx

  

  

  

      

  

     

 



 



  

  :هي أصغر جذر للمحدد مستوى أدنىوطاقة 

1 1

3 30 15 140
0

1 2

15 140 105 630

W W

W W

       
    
       
     

  وك المحدد بالمعادلةيأتي من مفك Wحيث 

2 112 1008 0W W    

  :التي لها الجذور

min 9.8698 and 102.13W  

1nالأرضي  مستوىلل وهما متفقتان  ختلافالاونجد هنا أن . بالرغم من سهولة الدالة المفترضة 
الأول المثار  مستوىمة الحقيقية للبين الطاقة المحسوبة بواسطة طريقة التغاير الخطية والقي

2n  انظر الجدول التالي للمقارنة(  كبيرة.(  

2 2
exactW n  minW  

n 

9.8696  9.8698  1  
39.4784  102.13  2  
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. ماثيماتيكا لحساب قيم الطاقة بواسطة طريقة التغاير الخطية البرنامج باستخدامكتب  تاليالبرنامج ال
لحساب  2و  1وأيضاً بالإمكان تغيير شكل الدوال . يمكن تنفيذ البرنامج للتأكد من الحسابات

  .قيم الطاقة

 Y1= x H1- xL; Y2= x2 H1 - xL2; 

s11=à
0

1
Y12 âx

 

s22=à
0

1
Y22 âx

 

s12=à
0

1
Y2 Y1 âx

 

s21= s12 

h11=à
0

1
Y1*H- ¶8x,2<Y1L âx

 

h12=à
0

1
Y1*H- ¶8x,2<Y2L âx

 

h21= h12 

h22=à
0

1
Y2*H- ¶8x,2<Y2L âx

 

AA=Jh11- W s11 h12- W s12
h21- W s21 h22- W s22

N
 

Solve@Det@AADŠ 0, WD N  
  

صندوق لانهائي الجهد ذو  جسيم محصور في : ٣,٥ مثال
يتحرك بداخل جهد أحادي الإحداثيات يعطي  L بعد واحد طوله

  : بالصورة

                 0
2

( )       
2

( )

L
Ax x

L
A L x x L

V x
 

  


 


  

باستخدام طريقة التغاير  ينمستوي أدنى ودوال احسب طاقة
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  :الخطية للدالة الاختيارية

1 2 1 1 2 2

2
( , , ) ;           sin( ),i

L

x
a a x a a i

L

       

1متغيرات اختيارية والشروط الحدودية  iaحيث   2 1 2( , ,0) ( , , ) 0a a a a L   محققة.  

  :استخدم الهملتونيان الذي يكتب على الصورة: الحل

2 2

1 2

2 2

2 2

                0
2

( )       
2

ˆ ( )
2ˆ ( )

ˆ ( )
2

L
Ax x

L
A L x x L

d
H x

m dxH x
d

H x
m dx

  

   


  

  





  

   :الآتيةلحساب التكاملات 

2
11 1

0

2
22 2

0

12 21 1 2

0

1;

1;

0;

L

L

L

S dx

S dx

S S dx







 

 

  







  

/ 2 2 2

11 1 1 1 1 1 1 2 1 2 2
0 0 / 2

/ 2 2 2

22 2 2 2 1 2 2 2 2 2
0 0 / 2

/ 2

12 21 1 2 1 1 2 1 2 2

0 0 / 2

1 1ˆ ˆ ˆ ;
2 4

2ˆ ˆ ˆ ;
4

ˆ ˆ ˆ 0

L L L

L

L L L

L

L L L

L

H H dx H dx H dx AL
mL

AL
H H dx H dx H dx

mL

H H H dx H dx H dx

     


     

     

       
 

    

    

  

  

  



  

  :معادلة المحدد العام ومنها اوجد
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2 2

2 2

2 2

2

1 1
0

2 4
0

2
0

4

AL W
mL

AL
W

mL






    
  

 




  

  :تجد أن منها و

2 2

1 2 2

1 1

2 4
E AL

mL




    
 

  

         2 2

2 2

2

4

AL
E

mL


 

  

يمكن حساب  المحسوبة ومن قيم الطاقة. Aأقل طاقتين ويعتمدان على قيم الجهد الموثر وهما
  :المعادلات العامة وهماعلى  الدوال المميزة بالحصول

2 2

1 22 2

2 2

1 2 2

1 1
(0) 0

2 4

2
(0) 0

4

a AL W a
mL

AL
a a W

mL






         
  

 
     

 




  

بالمعادلتان السابقتان فنجد أن  1E لقيمةا، نعوض ب1E حساب الدالة المميزة المناظرة للقيمةول
رة مساوية للصفر كالأولي فإنة لتصبح المعدلة الأخيو . جميع الحدود تؤول للصفر ماعدا الحد الأخير

2 يتوجب علينا وضع 0a  . 2ولكن إذا وضعنا 0a   1فما هو الحال بالنسبة إلىa ؟ الحل هو
1يرة فيجب أن نختار اإذا أردنا دالة معو  ،أي قيمة ماعدا الصفر 1a  .الثانية وبالنسبة إلي القيمة 

2E  1نجد أن 0a   2و 1a  .نحصل على الجدول التاليوب:  

  القيمة المميزة  الدالة المميزة
2

sin( )
L

x

L

  
2 2

1 2 2

1 1

2 4
E AL

mL




    
 

  
2 2

sin( )
L

x

L

  
2 2

2 2

2

4

AL
E

mL


 

  
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بالنسبة إلي النقطة  وهو متماثل( التغيير في الجهدلنا ملاحظة مهمة هنا وهي أن 
2

Lx (  بهذا
دالة  2دالة ال دالة زوجية و 1ة دالال( لم يخلط بين المستويين لأنهما غير متماثلين المثال
نقطة الالذي يمر بو بالنسبة لمحور التماثل  )فردية

2

Lx .    
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  تمارين عامة

وضح لماذا لا تصلح الدالة   ،Lجسيم في بئر جهد لانهائي مربع، ذي بعد واحد وسعة ل -١

3
3( )
L

x x  الأرضي بطريقة التغاير مستوىلحساب طاقة ال.  

باستخدام طريقة التغاير للدالة الاختيارية  -٢ 1
aa

a x x    حيثa  متغير اختياري احسب
  .1جسيم في بئر جهد لانهائي مربع، ذي بعد واحد وسعة ل مستوى أدنىطاقة 

اثبت أن   - أ
ˆ| | 2 (4 1)

| 2 1
a a

a a

H a a
W

a

 
 

  
 

  
 

1.11237aاثبت أن   -  ب  

minاثبت أن ومنها  9.90W  

1)باستخدام طريقة التغاير للدالة الاختيارية  -٣ )
1 ( ) a r

s r Ce    حيثa  اختياري احسبمتغير 
  .الهيدروجين لذرة مستوى أدنىطاقة 

أن  اثبت  - أ
3/ 2 aa e

C


 

أن  اثبت  -  ب
2

1 1
ˆ| |

2s s

a
H a     

minأن  اثبتومنه  aللمتغير  اليةالمثاحسب القيمة   -  ت 0.5W H   

2باستخدام طريقة التغاير للدالة الاختيارية  -٤

1 ( ) ar
s r Ce   حيثa  متغير اختياري احسب

  .لذرة الهيدروجين مستوى أدنىطاقة 

اثبت أن   - أ
3/ 4

2a
C


   
 

 

اثبت أن   -  ب
1/ 2

1 1

3 2ˆ| | 2
2s s

a a
H 


      
 

 

1Wومنه اثبت أن  aللمتغير  اليةاحسب القيمة المث  -  ت E  
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استخدم طريقة التغاير للدالة الاختيارية  الخطي للمتذبذب التوافقي مستوى أدنىلحساب طاقة  -٥
2

( ) axx Ce   حيثa متغير اختياري والهملتونيان 
2 2

2
2

1ˆ
2 2

d
H kx

m dx
  

.   

أن  اثبت  - أ
1/ 4

2a
C


   
 

 

أن  اثبت  -  ب
2 2

2 8

a m
W

m a


 
  اليةالمثالقيمة  أن اثبتومنه 

2

m
a





.  

0 هيالتوافقي  للمتذبذب مستوى أدنىأن طاقة  اثبت  -  ت min =
2

E W



. 

استخدم طريقة التغاير للدالة الاختيارية  الخطي للمتذبذب التوافقي مستوى أدنىلحساب طاقة  -٦

2 2

1
( , ) Cx a

x a
 


متغير اختياري و  aحيث  

2 2
2

2

1ˆ
2 2

d
H kx

m dx
  

   

أن  اثبت  - أ
1/ 232a

C


 
  
 

 

أن  اثبت  -  ب
2 2 2

24 2

m a
W

ma


 
  اليةالمثالقيمة  أن اثبتومنه 

2
a

m


.  

min هيافقي للمتذبذب التو  مستوى أدنىأن طاقة  اثبت  -  ت 22
oE W

 
  

   وبالتالي

/نسبة الخطأ 2 / 2
2 1 0.41 41%

/ 2

 



   
 


 .وهى نسبة كبيرة 

  : لجسيم يتحرك بداخل جهد أحادي الإحداثيات يعطي بالصورة -٧

0       0 1
( )

      0 1

x
V x

x

 
   

  

  باستخدام طريقة التغاير الخطية للدالة الاختيارية مستوى أدنىاحسب طاقة 

1 2 1 1 2 2

2
1 2

( , , ) ;   

            (1 ), (1 )

a a x a a

x x x x

  

 

 

     
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1متغيرات اختيارية والشروط الحدودية  iaحيث   2 1 2( , ,0) ( , ,1) 0a a a a   محققة. 

  :احسب التكاملات الأتية: للمساعدة

1 1
2 2 2

11 1

0 0

1 1
2 4 2

22 2

0 0

1 1
3 2

12 1 2

0 0

(1 2 ) 1/ 30;

(1 2 ) 1/105;

(1 2 ) 1/ 60;

S dx x x x dx

S dx x x x dx

S dx x x x dx





 

    

    

    

 

 

 

  

1 1 12
21

11 1 1 1 2
0 0 0

1 1 12
2 22

22 2 2 2 2
0 0 0

1 1 12
22

12 1 2 1 2
0 0 0

ˆ 2 ( ) 1/ 3;

ˆ (2 8 6 ) 2 /15;

ˆ (2 8 6 ) 1/ 6

d
H H dx dx x x dx

dx

d
H H dx dx x x x dx

dx

d
H H dx dx x x x dx

dx

  

  

  

     

       

       

  

  

  

  

  :ومنها اوجد

1 1

3 30 6 60
0

1 1

6 60 15 105

W W

W W

       
    
       
   

  

2: جذور المعادلة نهام واحسب 52 420 0W W    
  

جسيم محصور في صندوق لانهائي الجهد ذو بعد واحد  -٨
يتحرك بداخل جهد أحادي الإحداثيات يعطي  Lطوله 
  : بالصورة
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                 0
2

( )       
2

( )

L
Ax x

L
A L x x L

V x
 

  


 


  

  ر الخطية للدالة الاختياريةباستخدام طريقة التغاي ينمستوي أدنى ودوال احسب طاقة

1 2 1 1 2 3

2
( , , ) ;           sin( ),i

L

x
a a x a a i

L

       

1متغيرات اختيارية والشروط الحدودية  iaحيث   2 1 2( , ,0) ( , , ) 0a a a a L   محققة.  
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 )A.3( ملحق
  باستخدام طريقة التغاير وميلالهي ذرة

Helium Atom Using Variational Method  

 العامـة التغـايرنظرية يق مباشر لالمثال التالي ماهو إلا تطب
وتتكـون  .)He(لـذرة الهيليـوم مسـتوى  أدنـىب طاقـة احسل

شـحنتها نـواة ب رتبطـانم) ٢و١(مـن إلكتـرونين ذرة الهيليوم 
2Ze e، المرافق مانظر الرس.   

      :لدالة الاختياريةا سوف نستخدم هنا

1 1 2 1 1 1 2( , ) ( ) ( )s s sr r r r    

   :حيث

3

1 ( ) ia r
s i

a
r e


  

سوف تحسب  متغير اختياري aو هي الدالة المميزة لإلكترون ذرة الهيدروجين بالمستوى الأرضي
 )Aانظر الملحق ( باستخدام الوحدات الذرية لهذه الذرة، الهملتونيان .قيمته باستخدام نظرية التغاير

   :الصورةيأخذ  ،أن النواة ساكنةواعتبار 

)3.A.1  (                         
2 2
1 2

1 2 12

1 1 2 2 1ˆ
2 2

H
r r r

         

  :من المناسب أن نضع الهملتونيان بالصورةهذة المسألة ف لحلو 

)3.A.2 (     
2 2
1 2

1 2 1 2 12

1 1 ( 2) ( 2) 1ˆ
2 2

a a a a
H

r r r r r

 
           

  :بالصورة) بالوحدات الذرية(م معادلة شرودنجر لذرة الهيدروجين استخدوبا

r12 

r2 

١ 

r1 

Ze=2e 

٢ 
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)3.A.3  (                      
2

21
( ) ( )

2 2i i i
i

a a
r r

r
 

 
     
 

  

  :ننجد أ

1 2 1 2

1 2

6 2 2
( ) ( )

1 22
1 2 12

2 ( )6 2 6
2

1 22
12

2

2

( 2) ( 2) 1
( )

2 2

2 ( 2)
         

5
         2 ( 2)

8
27

         
8

a r r a r r

a r rar

a a a a a
W Z e e d d

r r r

a a e a e
a d d d

r r

a
a a a

a a



 

   

 

  
      

 


   

    

 

 

  

r r

r r r

  

نستخدم العلاقة  Zللمتغير  مثلىولإيجاد القيم ال. Bوقد استخدمنا التكاملات القياسية بالملحق 
( )

0
W a

a





27فنجد أن   5

16 16
 a Z    مستوى أدنىو طاقة:  

2 2
2

1 min

27 27 27 27 27

8 16 8 16 16

               2.8477 H 77.45 eV

E W a a                   
      

   

  

H 2.905مقارنةً بالقيمة العملية  )فرق% ٢( وهي قيمةً مقبولة 78.98 eV  . 

لنزع  الطاقة اللازمة يوه ،(IP) عملياً نستطيع أن نقارن النتائج المقربة مع جهد التأين الأولو 
  :لإتمام التفاعل إلي خارج الذرة، 1sمن المدار إلكترون 

+He   He e   
  :عرفنا حيث

+He HeHe
(IP)    E E   

  :وتحسب من العلاقة

He
5 1 2

  eV
16 2

(IP)   ( )Z Z    
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  ونحن نعلم تماماً أن 

+He
2.0 H 54.4 eVE      

  عطينالذا فإن القيمة النظرية ت

He(IP)    2.0 H 2.905 H 0.905 H 23.05 eV      

H 0.904(أصغر من القيمة العملية وهي  24.6 eV (٦ بحوالي%.   

  

  :يلي ما هنا نلاحظو 

أن طريقة التغاير أعطت قيمة قريبة من القيمة العملية بالرغم من الصيغة المبسطة للدالة  -١
قيمة قريبةً جداً من القيمة على ول باستعمالنا دالة أكثر تعقيداً نستطيع الحص. المقترحة
1اتظر الجدول التالي وذلك باستخدام الرموز(العملية  2 1 2 ,u r r t r r   .( 

 

  الدالة المقترحة  الأرضي مستوىطاقة ال  الخطأ
0.1537 H  2.7500 H  2ue  
0.0560 H  2.8477 H  , 27 /16aue a   
0.0283 H  2.8754 H  cosh( ), 1.67, 0.48aue ct a c    
0.0269 H  2.8768 H  2(1 ), 1.69, 0.142aue ct a c     

 

2aالقيمة  -٢   أنها الشحنة المؤثرةبتفسر )Effective charge( وذلك ناتج من . للنواة
 مقدارهابشحنة من النواة يتأثر أن الإلكترون الثاني بحيث أن كل إلكترون يحجب النواة 

 .٢القيمة أقل من 

 

لبعض الذرات التي نزعت منها جميع الإلكترونات  (IP) يوجد قيم عملية لجهد التأين الأول -٣
 :وهي كالتالي، 1sبالمستوي  يتواجدان إلكترونينماعدا 
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  القيمة العملية
(eV)  

  القيمة النظرية
(eV)  

  Z العدد الذري  الذرة

24.5  23.2  He  2  
75.6  74.1  +Li  3  

153.6  152.2  ++Be  4  
393  390  4+C  6 
738  737  6+O  8 

  .Z تتحسن بزيادة العدد الذريالقيم العملية والنظرية أن اتفاق  من الجدول نلاحظ
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 )B.3( ملحق
  )2H(أيون جزئ الهيدروجين 

 

 ةالتغاير الخطينظرية المثال التالي ماهو إلا تطبيق مباشر ل
الذي يتكون من بروتونين ) 2H(لأيون جزئ الهيدروجين 

  .المرافق مانظر الرس, eمتماسكين بإلكترون وحيد ) ٢و١(

ان مستوي أدنىطاقة  )بدون حساب التكاملات(ناقش :  مثال
التغاير  استخدام طريقةبلأيون جزئ الهيدروجين  ودالتهما

  لدالة الاختياريةالخطية باستخدام ا

)3.B.1        (                                    
1 2

1 1 2 2

1 2

;   

1 1
,r r

a c

e e

  

 
 

 

 

 
  

ط مع بروتون طاقة لإلكترون متراب أدنىللدالة المميزة لحالة  iترمز . ةاختياري اتمتغير  iaحيث  
i.  

حيث تم إهمال الجزء الخاص بحركة (لأيون جزئ الهيدروجين نعرف الهملتونيان التقريبي  :الحل
  )   النواة

)3.B.2      (                                
2

1 2

1 1 1 1ˆ
2

H
r r R

       

  و التكاملات

ˆ| | ;

|

ij i j ji

ij i j ji

H H H

S S

 

 

   

   
  

  المحددعلى ومنه نحصل 

2 

e 

R 

r2 

1 

r1 
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)3.B.3        (                              
   
   

11 12

21 22

0
H W H WS

H WS H W

 


 
  

  ومنه نجد أن

)3.B.4        (                               11 12H W H WS     

 مستويين ودالاتهما وهما أدنىجذرين يعبران عن طاقة على ومنة نحصل 

)3.B.5    (                                        

11 12

11 12

1

1

H H
W

S
H H

W
S














 

  بهما نستخدم المعادلة نولحساب الدالتين المرتبطتي

)3.B.6        (                          1 11 2 11( ) ( ) 0a H W a H SW     

11وباستخدام الجذر  12

1

H H
W

S





1نجد أن   2a a  1و 1 2( )a     ،  

11وباستخدام الجذر  12

1

H H
W

S





1نجد أن  2a a  1 و 1 2( )a    .  

| خاصية التعامد باستخدام: واجب منزلي 1     1أن  اثبت

1

2 2
a

S



 وباستخدام .

| 1     2أن  اثبت

1

2 2
a

S



ولهذا تأخذ مستويات الطاقة والدوال المرتبطة بها  

  :الشكل

)3.B.7   (                           

11 12 1 2

11 12 1 2

,
1 2 2

,
1 2 2

H H
W

S S
H H

W
S S

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 
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 الباب الرابع

للحالات المستقرة الاضطراب نظرية  

Time-Independent Perturbation Theory 
  

هذا بالطبع ناتج من الشكل المبسط للجزء . تعاملنا مع نظم فيزيائية لها حلول تحليلية كاملة الآنإلي 
. طرق تقريبيةلحل معادلة شرودنجر بدون  ىأد يوالذ )الابتدائي( د التفاعل بالهملتونيانهالخاص بج

 ؟طيسبليس بالشكل ال )المعدل( الجديد والأن ماهو العمل إذا لم يكن جهد التفاعل وبالتالي الهملتونيان
ولكن، إذا . الكمبيوتر باستخدامالحلول العددية لحل المعادلات التفاضلية  على الاعتماد ةً دعا من السهل

 فإننا نستطيع أن نستخدم نتائج نظرية الابتدائيو  معدلالهملتونيان ال كبيراً بينلم يكن هناك فرقاً 
  .للطاقة والدوال المميزة ةتقريبيلإيجاد قيم  الاضطراب

صغير جداً  )حد( إضافة اضطراب تعمل بدرجة دقة عالية في حالة نظرية هي؟ الاضطراب نظريةفما هي 
الأول هو : ماهو إلا مجموع جزئين Ĥويصبح الهملتونيان الكلي .لطاقة الكلية للنظام الفيزيائيل

 والثاني هو الجزء )تحليلياً   كاملاً لهحلاً إيجاد  هو الجزء الممكنو ( Hoالهملتونيان الغير مضطرب 
 الاضطراب المسؤل عنو  الصغير جداً  'H:  

         ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ',                'o oH H H H H         (4.1) 

  :تصبح المعادلة المميزة الحقيقية هيو 

                               Ĥ E                           (4.2) 

هيئة  على) المضطرب النظام ودالة وبالتالي طاقة(هنا هي أن نضع الهاملتونيان الجديد  تناخطو 
ماهو إلا جزء بسيط،  الاضطراب وحيث أن). متسلسلة شبيهة بمتسلسلة تيلورأو (مجموعة من الحدود 

 .  ة لإيجاد أقرب قيمة تقريبية للطاقة الحقيقيةللذا فإننا سوف نحتفظ بحدين أو ثلاثة حدود من المتسلس

  :خذ مثالاً بسيطا لمتسلسلة تيلور للدالةنأفسوف  متسلسلة تيلورالطريقة و  هبين هذ هنظراً للشب 
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          f x x( ) ( ) / 1 1 2  

0xحيث أن أول ثلاثة حدود من المتسلسلة حول  هو: 

          f x x x( ) ....   1
1

2

1

8
2

 

1xوإذا كانت ). الغير مضطربة( ١بالنسبة إلي القيمة  الاضطراب هي xأن  اعتبرناإذا    فإن
) الدالة تقريبية كونان ملائمان لإيجاد قيمةحدين المضافين للواحد سيال )f x.  علىيحتوي (أول حد x (

يقال عنه التصحيح من ) 2x علىالذي يحتوي (و الحد الثاني  الأولى الدرجةيقال عنه التصحيح من 
)قيقية للدالة عند كمثال، القيمة الح). الثانية الدرجة 0.2)x   هي( 0.2) 1.0954451f x   .

(0.2)وباستخدام ثلاثة حدود للدالة فقط نجد أن  1.000 0.100 0.005 1.095f     أقل من  وهي
  .%0.04 القيمة الحقيقية بنسبة

التصحيحات التقريبية لطاقة النظام لإيجاد  نفسها أن نستخدم الطريقة في دراستنا التالية وسنحاول
 .المضطرب

 

  )منفردةال( الانتماءوحيدة المستويات اضطراب  - أ
Nondegenerate States Perturbation 

دعنا نعرف الدالة المميزة الغير مضطربة بالرمز  n
(  ةالمميز  دالةال دل علىي (0) حيث أن الرمز 0(

  :المعادلة المميزة تي تحققوال Hoللهملتونيان 

       ( ) ( ) ( )H Eo n n n 0 0 0            (4.3) 

Enحيث 
( فقط وللتبسيط  ).Hoأحد المستويات الخاصة بالهملتونيان ( nىهى الطاقة المميزة للمستو  0(

 :بالصورة (4.3)معادلة سوف نضع ال

        
(0) (0) (0)ˆ

o nH n E n              (4.4) 
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قريبة جداً من الدالة المميزة  Ĥ للهملتونيان الكلي  الدالة المميزة الحقيقية قيمة وسنفترض هنا أن
 :بحيث بإمكاننا وضعها بالشكل المتسلسل n(0)الغير مضطربة 

         
(0) ...n a b               (4.5) 

 .n(0)الثانية للدالة  الدرجةالتصحيح من  هو bو الأولى الدرجةالتصحيح من  هو a حيث
قريبة جداً من الطاقة المميزة الغير مضطربة  Eسنفترض هنا أن قيمة الطاقة المميزة الحقيقية وبالمثل، 

En
(   : وضعها بالشكل المتسلسل نتمكن منبحيث  0(

       
(0)

1 2 ...nE E              (4.6) 

Enالثانية للطاقة  الدرجةهو التصحيح من  2و الأولى الدرجةحيح من هو التص 1حيث 
( والسؤال . 0(

 الأوليات، وخصوصاً للطاقة؟ حيث أن الطاقة هي من )التعديلات(التصحيحات  ههو كيف نوجد هذ الآن
سنفترض  ،المعضلة هنحو إيجاد حل لهذ ةيقو  عةولإعطاء أنفسنا دف. نالكيميائييئيين و اللفيزي المطلوبة

 الصفر أو الواحد، وهما له قيمتين فقطهذا الوسيط  .هو )Integer parameter(وسيطاً صحيحاً 
0( قيمة صفرية ء هذا الوسيط عطاإعند و  ( يل وعند يلغي أي اضطراب وبالتالي يلغي أي تعد فأنة
1( الصحيحقيمة الواحد  هعطائإ ( ويصبح  ،للرتب المختلفة التعديلضطراب وبالتالي الايظهر  فأنة

  :بالصورة الكلي الهملتونيان

        ˆ ˆ ˆ 'oH H H                 (4.7) 

 :تكتبان بالشكل  (4.6)و (4.5)المعادلتان 

      (0) 2 ...n a b               (4.8) 

(0) 2
1 2 ...nE E                            (4.9) 

 :لنا هنا ملاحظتانو 

0عندما  -١   1، وعندما فقط القيم المميزة للدالة والطاقة الغير مضطربة علىفإننا نحصل  
 . ميزة للدالة والطاقةلقيم المل التصحيح المضاف علىفإننا نحصل 
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حيث نتوقع أن  2 مربع الوسيط حتوائهابالثانية  الدرجةالتصحيح من من المنطقي أن يظهر  -٢
مربع  علىحتوي يسوف ) للدالة و الطاقة( الثانية الدرجةالتصحيح من  'H. 

  :نجد (4.2) بالمعادلة (9-4.7)بالتعويض من المعادلات 

  
  

2

(0) 2 2
1 2

(0)

(0)

ˆ ˆ '

                              

o

n

H H n a b

E n a b

  

   

    

       



 
 (4.10) 

ˆ علىيعتمد  الأولى الدرجةأن يكون التصحيح من  هو الآنوهدفنا  'H  الثانية  الدرجةوالتصحيح من
 علىيعتمد  'H  )لدرجةلنفس ا( بمساواة معاملات الوسيط  يتأتىذا هو . 2

("equating the powers of ") دعونا نساوي المعاملات لأول ثلاث قوي  .(4.10)طرفي المعادلة ب
  :للوسيط

 :تعطي 0مساواة معاملات 

        ( ) ( ) ( )H n E no n
0 0 0           (4.11) 

 .(4.4)مضطرب كما كتبت بمعادلة  وهي ببساطة معادلة شرودنجر للهملتونيان الغير

  :تعطي 1ومساواة معاملات 

     (0) (0) (0)
1

ˆ ˆ 'o nH a H n E a n             (4.12) 

 :تعطي 2ومساواة معاملات 

      (0) (0)
1 2

ˆ ˆ 'o nH b H a E b a n        (4.13) 

  

المهمة لنا في  الفيزيائية لثانية يعتبر كافياً لمعظم النظما الدرجةوسنتوقف هنا حيث أن التصحيح من 
  .المبسط منهجال هذا
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 :للطاقة الأولى الدرجةالتصحيح من كيفية حساب 

  :تصبح n(0)بالدالة  من اليسار (4.12)للمعادلة سي اباستخدام الضرب القي

 n H a n H n n E a n no n
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  '0 0 0 0 0 0

1
0               (4.14) 

ˆ†( Hاستخدام خاصية الترافق للهملتونيان وب ˆH H (نجد أن: 

                (0) (0) †ˆ ˆ
o on H a n H a                 (4.15)  

 أو

    

 
 

(0) † (0)

(0) (0)

(0) (0)

ˆ ˆ *

                  * *

                  *

o o

n

n

n H a a H n

E a n

E n a







               (4.16) 

Enوحيث أن القيمة المميزة 
( (0)هي قيمة حقيقية فإن  0( (0)*n nE E الى لذا نستطيع أن نصل 

 :التالية لمعادلةا

        n H a E n ao n
( ) ( ) ( )0 0 0               (4.17) 

  :أنها ثوابت لنصل إلي ثحي (4.14)للمعادلة بالإمكان أيضاً إخراج الطاقة من الأقواس بالطرف الأيمن 

    
(0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)

1

1

ˆ 'n nE n a n H n E n a n n



  
              (4.18) 

n أن الدالة الاعتبارفي  ناأخذقد و  ( يعطي 1 للطاقة الأولى الدرجةالتصحيح من  لذا فإنمعيرة  0(
 :بالمعادلة

       (0) (0)
1

ˆ 'n H n              (4.19) 
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 2 للطاقة ثانيةلتصحيح من الرتبة الاكيفية حساب 

باستخدام الضرب القياسي . 2فلنحاول بنفس الطريقة إيجاد  1حيث أننا وجدنا طريقة ناجحة لإيجاد 
 :تصبح n(0)بالدالة  من اليسار (4.13)للمعادلة 

n H b n H a n E b n a n no n
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  '0 0 0 0 0

1
0

2
0       (4.20) 

 :وبحساب الحدود الخمسة نجد

E n b n H a E n b n a n nn n
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) '0 0 0 0 0

1
0

2
0 0        (4.21) 

 :يعطي بالمعادلة2 الثانية للطاقة الدرجةالتصحيح من بالتالي فإن و 

       (0) (0)
2 1

0

ˆ 'n H a n a



  


         (4.22) 

  :إلي (4.22)تؤول المعادلة لهذا متعامدتان، و  n(0)و aفرض أن الدالتين وذلك ب

         
(0)

2
ˆ 'n H a            (4.23) 

 الأولى الدرجةالثانية للطاقة نحتاج لمعرفة التصحيح من  الدرجةحظ هنا أنه لحساب التصحيح من لا
 علىوإعادة ترتيبها لنحصل  (4.12) بالنظر مرةً أخري للمعادلة، فكيف نحسبها؟ aللدالة، أي الدالة 

 :الأتي

          '( ) ( )H a E a H no n   0
1

0        (4.24) 

قة ولكننا سوف نستخدم طري. لكل نظام بعينةمحاولة حلها  مكانوبالإ aمعادلة تفاضلية للدالة  ههذ
 حيث أنهم يكونون فئة كاملة Hoالمتسلسلات ونضعها بدلالة الدوال المميزة للهملتونيان 

)Complete set(ولذا ، :  
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       a c mm
m
m n








0

0( )
           (4.25) 

  :(4.25)الصيغة  علىوهناك بعض الملاحظات 

)mالدوال  -١ ويجب أن نتذكر أن الدالة المميزة . Hoمميزة للهملتونيان الدوال الإلا  يماه 0(
nقريبة جداً في الشكل من الدوال المميزة الغير مضطربة  الكلية  ( )0.  

nف الدالة اضتلم  -٢ ( m(بالمفكوك  0( n ( فترضنا شرط التعامد احيث أننا
(0) (0) 0n m   التالي فإنها لا تشارك في تكوين بوa .  

 ما هي إلا mcالمعاملات  -٣

        c m am  ( )0
            (4.26) 

 :بالتالي

       
(0) (0)

0m
m n

a m m a





            (4.27) 

  :تصبح m(0)بالدالة  من اليسار (4.24)باستخدام الضرب القياسي للمعادلة 

        m H a m E a m H no n
( ) ( ) ( ) ( ) ( )  '0 0 0 0

1
0           (4.28) 

  (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0) (0)
1

0

ˆ 'm nE m a E m a m H n m n



  


         

(4.29) 

 :ومن المعادلة الأخيرة نجد
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(0) (0)

(0)
(0) (0)

ˆ '

m n

m H n
m a

E E
 


           (4.30) 

  :لنجد (4.27)في  (4.30)أخيراً نستطيع أن نجمع نتائجنا بالتعويض من 

          

(0) (0)

(0)
(0) (0)

0

ˆ '

m m n
m n

m H n
a m

E E






 
       (4.31) 

 :   علىنحصل  (4.23)في  (4.31)بالتعويض من 

  






2
0 0

0

0 0

0 0
n H m

m H n

E Em
m n

m n

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
 '

 '
 

 







n H m m H n

E Em nm
m n

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

 '  '0 0 0 0

0 0
0

 

                    أخيراً و 
2

(0) (0)

2 (0) (0)
0

ˆ '

m m n
m n

n H m

E E






  
            (4.32) 

  . الثانية للطاقة الدرجةالتصحيح من وهذا هو 

  :مايلي لاحظ هنا

  .فترضنا مسبقاً اكما  Ĥ' الاضطراب مربع علىتحتوي  (4.32) معادلةال -١
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 ،ولكن عملياً  عدد لانهائي من الحدود، علىيحتوي  (4.32) و (4.31)معادلات الفي  التجميع -٢
وخصوصاً القريبة من ( عتبار عدد قليل من الحدودفإننا نأخذ في الا ،ونظراً لبعض الشروط

  .قيمة تقريبية للتصحيح علىللحصول  )بعضها البعض

٣- Em
( Enلايمكن أن تتساوي مع  0(

( 2فإنوإلا  0( وقد وضع الشرط ، m n نتجنب  حتى
  . الحالة ههذ

لا نستطيع تجنب الشرط الثالث  (Degenerate states) )متعددة الانتماء(المتناظرة في المستويات 
E لبعض المستويات نجد أن حيث أن Em n

( ) ( )0 0 . الطريقة لا تصلح للمستويات  هلهذا فإن هذو
 .الحالة بطريقة أخري هامل مع هذوسنضطر للتع المتناظرة

  اضطراب المستويات المتناظرة - ب
 Degenerate State Perturbation 

 (4.11)لها أكثر من دالة مميزة، بمعني أن المعادلة  للنظام طاقة المميزةلهي الحالة التي تكون فيها ا  
  :تؤول إلي

                                    

(0) (0) (0)
1 1

(0) (0) (0)
2 2

(0) (0) (0)

ˆ

ˆ

              

ˆ

o n

o n

o p n p

H n E n

H n E n

H n E n








                  (4.33) 

  :لمحدد العامانجد أننا يجب أن نبحث عن حل معادلة  *ةللطاق الأولى الدرجةالتصحيح من  ولإيجاد

                               

11 1 12 1

21 22 1 2

1 2 1

0

p

p

p p pp

H H H

H H H

H H H











   


              (4.34) 

  :أو بالصورة المدمجة
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1 0,ij ijH       

  :تعرف كالتالي ijHعناصر المصفوفة  حيث

(4.35)                              (0) (0)ˆ 'ij i jH n H n    

 ظاهرةلدراسة ) A.4(فردنا الملحق اأننا  إلى هذا الموضوع فإننا نوجه نظر القارئ وصعوبة ونظراً لأهمية
  .اركوهي ظاهرة العالمِ شت المتناظرةمن أهم تطبيقات المستويات 

(0)عدد من المستويات  nنفترض لكل منسوب : (4.34) إثبات*
in  1,2حيث, ,i p  بالتالي ،

  :يمكن وضعها بالصورة المبسطة (4.33)المعادلة  فإن
(0) (0) (0)ˆ ,                             1, 2, ,o i n iH n E n i p    

  :مفكوك الدوال وباستخدام
(0) (0) (0)

1 1 2 2

(0) (0)
1 1 2 2

,

,

n c n c n

a a n a n

  

  




  

  :حصل على، ن(4.12) بالمعادلة
(0) (0) (0) (0)

1 1 2 2 1 1 2 2

(0) (0) (0) (0) (0)
1 1 2 2 1 1 1 2 2

ˆ ˆ '

                

o

n

H a n a n H c n c n

E a n a n c n c n

          
           

 

 
      

(0)بضرب المعادلة الأخيرة بالدوال و  ,     1, 2, ,jn j p ،واستخدام خاصتي التعامد  ، بالترتيب
  :بالصورة والعيارية للدوال المتناظرة

(0) (0)
j i jin n   

 :التالية لآنيةانحصل علي المعادلات 

 
 

 1 2

1 11 1 2 12 1

1 21 2 22 1 2

1 2 1

0

0

0

p p

p p

p p p pp

c H c H c H

c H c H c H

c H c H c H

    

    

    








  

  .(4.34) شرط المحدد المعرف بالمعادلة يتحقق يجب أن   pcلإيجاد قيم و 
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L 
C 

L /2 

∞ ∞ 

٠ 

  أمثلة محلولة
 

 وذ صندوق لانهائي الجهد في محصور جسيم :٤,١مثال 
 :معطي كالأتية باضطراب يعلاثر  L طولهبعد واحد 

      for        0 / 2ˆ '( )
0         for        / 2

C x L
H x

L x L

 
   

  

. كما هو موضح بالرسم ثابت وله وحدات الجهد Cحيث 
 لدالةاالمتوقع للطاقة و  الأولى الدرجةالتصحيح من  احسب

الطاقة الغير و  الدوال بمعلومية أنوذلك  الأرضي مستوىلل
  :معادلاتبال تعطي مضطربة

 
1

2
(0)

2 2
(0) 2 2 (0)

12
,                   

2
 sin ,                   

  1, 2,
2

n n

n

L

n
n k x k

L

E n n E n
mL





 
 
 
 

 
 

 

 

  
  

1n(للمستوى الأرضي المتوقع للطاقة الأولى الدرجةالتصحيح من  :الحل ( يحسب من المعادلة:  

/ 2
(0) (0) 2

1

0

2

2
24

ˆ1 ' 1 sin

  

L

L

C
C

L
L

L
H C x dx   

   
   

   
   
   



  




  

  :الأرضي تحسب من المعادلة المستوىدالة المتوقع ل الأولى الدرجةالتصحيح من 
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(0) (0) (0) (0)

(0) (0)
(0) (0) 2 (0) (0)

0 2 1 1

(0) (0) (0) (0) (0) (0)

(0) (0) (0)
2 (0) (0) 2 (0) (0) 2 (0) (0)

1 1 1 1 1 1

ˆ ˆ' ' 1

ˆ ˆ ˆ2 ' 1 3 ' 1 4 ' 1
2 3 4

2 3 4

m mm n
m n

m H n m H
a m m

E E m E E

H H H

E E E E E E

 

 


   
 

    
  

 



  

2mمن  mع لكل قيم يأن التجم :حظ هنانلا   إلىm  ,  ةزيادة قيم معو m  نجد أن المقام
2mقيمة لاسوف نكتفي ب ،كقيمة تقريبية ،السبب لهذاو . قيم الحدود تقل تدريجياً  وبالتالي اديزد  فقط 

  :الأرضي هو المستوىدالة المتوقع ل الأولى الدرجةالتصحيح من ويصبح 

(0) (0)

(0)
2 (0) (0)

1 1

ˆ2 ' 1
2

2

H
a

E E
 


  

  :وهو وأخيرا لن يتبقى لنا غير إجراء التكامل
/ 2

(0) (0)

0

2 2ˆ2 ' 1 sin sin
L

L L

C
H x x dx

L
    

   
   

   

yوباستخدام التعويض  x
L


 وdy dx

L


  حدود التكامل تصبح فإن 0, / 2 ولذا:  

   
/ 2

/ 2(0) (0) 3

0
0

2 2 2 4
2ˆ2 ' 1 sin sin sin ,

3 3
y y

C C C
H dy y




  
    

  :نجد وبالتالي

 
1

2

(0) (0)
(0) (0) (0)

1 1 1

(0)
1

4

22

43 2 2
4 9

4
    sin

9

C

LL

C
a

E E E

C
x

E






 
 
 

   


 
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L 

∞ ∞ 

٠ 

C 

1(0)المضطربة الكلية  ولرسم الدالة a   وهو فقط للاضطراب في المدى المعرف  0, / 2L 
  :ومقارنتها بالدالة الحقيقية

 
1

2(0) 21 sin
LL

x 
 
 

  

 تم وضع
(0)

1

1
C

E
  أن الاضطراب  يعنىوC وللتبسيط  الأرضي مستوىيتساوى مع الطاقة المميزة لل

1L ناستخدمابالرسم  . المنحني و  الحقيقية يعبر عن الدالة ستمري ذو الخط المالمنحن ،الرسم التاليب
 .تأثير الاضطراب على الدالةمدي  جلياً  يوضحوالشكل  .ذو الخط المتقطع يعبر عن الدالة المضطربة

والرسم أيضاً يحتوى على الحالة 
(0)

1

3
C

E
 )نجد أن الفرق بين الدالتين يزداد  هاومن) للخط المنقط

ة النسبة بزياد
(0)

1

C

E
  .وينعدم عندما تؤول هذه النسبة للصفر، كما هو متوقع 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

noitcnufevaw

  

  

المستوى  المتوقع لطاقة الأولى الدرجةالتصحيح من  احسب: ٤,٢مثال 
1n(الأرضي  ( بالشكل كما لجسيم بداخل جهد يعطي : 
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                     0

( ) ( / )          0

                 

x

V x C x L x L

L x

 
  
  

 

 

نعلم أن الحل الصفري العام للدالة المميزة و الطاقة المصاحبة لها لجسيم بداخل صندوق جهد : لالح
  : هو اضطراب بدون

 
1

2
(0)

2 2
(0) 2 2 (0)

12
,                   

2
 sin ,                   

  1, 2,
2

n n

n

L

n
n k x k

L

E n n E n
mL





 
 
 
 

 
 

 

 

  
  

ˆهو  الاضطراب وباعتبار أن ' ( / )H C x L  ويؤثر في المدى) 0 x L ( لذلك فإن التعديل   ,فقط
 :ول للطاقة هوالأ 

(0) (0) 2
1

0

2

22
22

ˆ1 ' 1 sin

  

L
C

LL L

C CL
LL

H x x dx   
   
   

       
   

  




  

 

  .الأرضي المستوىالمتوقع لدالة  الأولى الدرجةالتصحيح من  وارسم احسب: واجب منزلي
 

المتوقع للطاقة  الأولى الدرجةالتصحيح من  احسب :٤,٣مثال 
  : المرافق لجسيم بداخل جهد يعطي بالشكل

ε 

a 

L 

∞ ∞ 

٠ x 
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1

2

1 1

2 2

1

2

                      0

         0          0 ( )

( )                  ( ) ( )

          0          ( )

                 

x

x L a

V x L a x L a

L a x L

L x



 


  
    

   


 

  

  

أن الحل الصفري العام للدالة المميزة والطاقة المصاحبة لها لجسيم بداخل صندوق جهد نعلم  :الحل
  : هو اضطراب بدون

 
1

2
(0)

2 2
(0) 2 2 (0)

12
,                   

2
 sin ,                   

  1, 2,
2

n n

n

L

n
n k x k

L

E n n E n
mL





 
 
 
 

 
 

 

 

  
  

ˆهو  الاضطراب باعتبار أن 'H   1 (ويؤثر في المدى 1

2 2
 ( ) ( )L a x L a    (لذلك فإن  ,فقط

  :هوالتعديل الأول للطاقة 
1

2

1

2

( )

(0) (0) 2
1

( )

2

1

ˆ ' sin

  ( 1) sin

L a

L a

n

n

L L

n a
n L

n H n x dx

a

L












   
   
   

 
 
 

  

    
 


  

mL 1باستخدام القيم العددية   ،0.1 ma   1و  نجد أن التعديل الأول مقارنةً بطاقة
  :كما هو موضح بالجدول الأولى اتالمستوي
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1  (0)
nE  n  

0.1984   9.8696 1  

0.0065   39.4784  2  

في منتصف الصندوق والدالة  الاضطراب لأول حيث أنا مستوىنلاحظ هنا أن التعديل كبير نسبيا لل
والعكس هنا صحيح بالنسبة . مؤثراً  الاضطراب الأول تبلغ قمتها بالمنتصف ولهذا أصبح مستوىالمميزة لل

  .الثاني حيث أن دالتها المميزة تنعدم بمنتصف الصندوق مستوىلل

  .الأرضي المستوىالمتوقع لدالة  الأولى الدرجةالتصحيح من  وارسم احسب: واجب منزلي

  

0n( الأرضي المستوىلطاقة  الأولىاحسب التصحيح  :٤,٤مثال  (  للمتذبذب التوافقي الخطي إذا
3خارجي صغير يعرف بالعلاقة  بوقع تحت تأثير اضطرا 4ˆ 'H a x b x  , حيثa  وb ثوابت .  

  :الأرضي للمتذبذب التوافقي الخطي تحسب بالمعادلة المستوىلطاقة  الأولىالتصحيح : الحل

11 12

(0) (0) (0) 3 4 (0)
1

(0) 3 (0) (0) 4 (0)

ˆ '

  

n H n n ax bx n

a n x n b n x n

 

   

 
 

  

  :التكامل هنا سوف نستفيد من نتائج الباب الأول حيث أنو 

3
11 | | 0,a n x n   

  : فإن وبالتالي

 4 2
1 12

2 2

2 2
| | 6 6 3 3

m m
b n x n b n n b

 
   
   
   

         
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قد وقع تحت تأثير اضطراب خارجي صغير  qاعتبر المتذبذب التوافقي الخطي للشحنة  :٤,٥مثال 
ˆأن  بحيث xباتجاه المحور  Eلمجال كهربي  'H qEx  .عالتصحيح المتوق احسب.  

  :المصفوفة باستخدام نتائج الباب الأول نجد أن: الحل

(1)
, 1 , 12

ˆ | | 1mn m n m nm
H qE m x n qE n n


  

       
  

1mقيمة غير صفرية بتحقق الشرط  اله n  والذي يعطي  التصحيح الأول نإوبالتالي ف ,فقط
  :بالمعلدلة

'
1

ˆ | |nnH qE n x n     

مع (د انعدم فإننا نلجأ لحساب التصحيح الثاني والذي يعطي وحيث أن التعديل الأول ق. سوف ينعدم
1nملاحظة أن nE E     (  

   

  

2 2(0) (0) (0) (0)

2 2
2 (0) (0) (0) (0)

0 0

2 2
2 2

1 1

2 2

2 2

2 2

2 2

2 21
2 22 2

ˆ ' | |

| 1| | | | 1| | |
   

1
   

   ( 1)

m mm n m n
m n m n

n n n n

m m

q E

m m

n H m m x n
q E

E E E E

n x n n x n
q E

E E E E

n n
q E

q E n n

 

 

 

 

 
 

 

 
    

 

      
     

       

     

 

 

 
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تحقق الشرط مع ( الأرضي تحسب من المعادلة المستوىدالة المتوقع لو  الأولى الدرجةالتصحيح من و 
1m n (:  

(0) (0) (0) (0)
(0) (0)

(0) (0) (0) (0)
0 0

(0) (0) (0) (0)
(0) (0)

1 1

(0) (0)2 2

ˆ ' | |

( 1) | | ( 1) | |
   | ( 1) | ( 1)

1
   | ( 1) | ( 1)

m mm n m n
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m H n m x n
a m qE m

E E E E

n x n n x n
qE n n

E E E E

n n
qE n n 



 

 
 

 

 
  

 

      
        


     



 

 

 

 (0) (0)

2
   1 | ( 1) | ( 1)

m

qE
n n n n







 
 
 
  

      


 

  :بالشكلكلية الدالة الوتصبح 

 (0) (0) (0)1

2
1 | ( 1) | ( 1)

m

qE
n n n n n





       


  

 م التعويضااستخدب: بالحل الصحيح والذي يحسب كالتالي هدعونا نقارن 2للتأكد من صحة الحل :ملحوظة

2
ˆ ˆ qE

m
y x


  ةإلي الصورة المعدل قي الخطيلمتذبذب التوافل تحول الهملتونياني:  

2 2 21 2 2
ˆ

22 2 2

ˆˆ y q E
m y

m m

p
H 


    

  : وله القيمة المميزة

2

2 2

22

1ˆ| | ( )
2n

q E

m
E n H n n






   


  

  :والدالة المميزة
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2
( ) ( )n n

qE
y x

mw
    

  

مع إهمال ( نالنظرية النسبية الخاصة وجد أن المؤثر الهملتوني لذرة الهيدروجي باستخدام :٤,٦مثال 
  :بالعلاقة يعطي) الحركة للنواةكمية 

2
2 2 2

2

ˆ ˆ1ˆ ˆ ˆ '
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e e e

P Ze P
H H H

m r m c m

 
       

 
  

  .التصحيح الأول للذرات الشبيهة بالهيدروجينلحساب  الاضطراب طريقة استخدم     

  :ستخدم العلاقةلذرة الهيدروجين نستطيع أن ن :الحل

2 2 2 2
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حيث
2
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 Ryn

Z
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n
  هو القيمة المميزة للمؤثرˆ

oH. التصحيح الأول يحسب بالمعادلة لذلك فإن:  
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2 2
(0) (0)

2

ˆ

2

1ˆ' ' '
2

1
                          ' ;

2

e

n n
e

P

me

Ze Ze

r r

nlm H nlm nlm nlm
m c

nlm E E nlm
m c

 

 
     

 
  

    
  

  

  :وباستخدام التعويض عن المؤثرات
22 2 2 2 2

(0) (0) (0)2 (0) (0)
n n n n n

Ze Ze Ze Ze Ze
E E E E E

r r r r r

    
         

    
  

  :نجد أن التصحيح الأول يتكون من أربع حدود وهي
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 

(0)2 2 (0)
1 2

2(0) 2
2

1 1
' '

2

1 1
                 + ' '

[ (

) ]

n n
e

n

nlm E nlm Ze nlm E nlm
m c r

nlm E nlm Ze nlm nlm
r r

   


  

  :الحد الأول يعطي نجد أن حدة علىلنظر لكل حد باوالأن 

 2(0)2 (0)
'' n n m mnlm E nlm E   

   :الحدان الثاني والثالث يعطيان

(0) (0) (0)
'

1 1 1
' 'n n n m mnlm E nlm nlm E nlm E nl nl

r r r
   

  :يعطي رابعالحد الو 

'2 2

1 1
' m mnlm nlm nl nl

r r
.  

 :لنصل إلي النتيجة النهائية وهي

   2 2(0) 22
(0)

1 2 2 2 2

1 1

2 2
n

n
e e e

E ZeZe
E nl nl nl nl

m c m c r m c r
      

  ): راجع الباب الخامس بالكتاب الأول(ن نعلم أن وبالنسبة للذرات الشبيهة بالهيدروجي

      

2

2

2 3 1

2

1 1
   Ry,

1 1
 Ry

( )

o

o l

Z
nl nl

r a n

Z
nl nl

r a n 



 
  
 

           

  :ولهذا فإن
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2

(0) 2 2
1 1

2

3 1

4 ( )
[ ] Ryn

n n l
E Z  


  

 ثابت التركيب الدقيق حيث استخدمنا
2e

c
 


 (fine structure constant) , انظر الملحق)A( .

  :أن وبوحدات هارتري نجد

4
2

1 13
2

 
3 1

4 ( )
Hartree[ ]

2 n l

Z

n
 


   

للذرات ذات  خاصة أهمية هو ذوولذلك ف Zالعدد الذرييزداد بزيادة  1 التصحيح نلاحظ هنا أن
0لجميع قيم  التصحيح يطبقو . الشحنات العالية , 1,l  .   

2nعلى المستوي لنظرية النسبية الخاصة ل الأولإدرس تأثير التصحيح : ٤,٧مثال    لذرة
   .نالهيدروجي

2nالمستوي نعلم أن  :الحل   يتكون من مستويين فرعيين وهماs ( 0 )l   و
p ( 1)l  ولهذا نجد أن الإنقسام يحدث بالشكل التالي:  

  

  

  
  

5 يعطي العلاقة )A(الملحق : ملاحظة -11 Hartree 2.195 10 cm .  

  

1/ 2
s  

2n   
1

0.21cm


1/ 2 3 / 2
p p,

1
1.19cm


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 تمارين عامة

محصور في صندوق لانهائي الجهد ذو بعد واحد جسيم  -١
كما هو ( اثر علية باضطراب بشكل مثلث L طوله

 :معطي كالأتي )شكل المرافقموضح بال

                 0
2

( )       
2

ˆ '( )

L
Ax x

L
A L x x L

H x
 

  


 


  

1A ثابت و A حيث  . 1(للمستوى الأرضيn   (
  : تأكد من النتائج التالية

 . أ
2

1 2

(4 )

4

AL 



 .  

  . ب

 
(0) (0)

2
ˆ ' 1     if    odd

                       0           if   even

AL
m H m

m


  

 
 

3mبالتالي للقيمة    

2
(0)

2 (0) 2 (0) 2 (0)
1 1 1

2 3
3 sin( )

3 1 8

AL
AL

a x
E E E L L





  


  

 . ت

2

2 22

2 2 (0) 2 (0) 4 (0)
1 1 13 1 8

AL
A L

E E E




  
    


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محصور في صندوق لانهائي الجهد ذو بعد الالجسيم  ه في حالة أنتية اعتبر أنفي التمارين الآ
  : يعطي بالشكل 2Lواحد طوله 

0      for    
( )

                   elsewhere

L x L
V x

   
 

  

  : الدوال الغير مضطربة تعطي بالشكلإن و 

(0)

1
sin( )      for    even integer

2
( )

1
cos( )      for    odd integer

2

n
x n

LL
x n

n
x n

LL






   
 


    

: والطاقة المميزة لهم هي
2 2

(0) 2 2 (0)
122 (2 )nE n n E

m L


 


  

 :ضطرابلااثر علية با 2Lجسيم محصور في صندوق لانهائي الجهد ذو بعد واحد طوله  -٢

x
sin( )      for    ˆ '( ) 2L

          0            for       

A L x L
H x

L x L

    
   

  

1A ثابت و Aحيث  .  1(للمستوى الأرضيn   (تأكد من النتائج التالية :  

1 - أ 0 .  

(0) - ب
2 (0) 2 (0)

1 1

/ 2
2

1 2

A
a

E E



 

 - ت
 2 2

2 2 (0) 2 (0) (0)
1 1 1

/ 2

1 2 12

A A

E E E
   


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 بالمركز اثر علية باضطراب Lجسيم محصور في صندوق لانهائي الجهد ذو بعد واحد طوله  -٣
 :معطي كالأتي

( )      for    0ˆ '( ) 2
         0            for      0

L
A x x L

H x
L x

    
  

  

1A ثابت و Aحيث  .  1(للمستوى الأرضيn   (تأكد من النتائج التالية :  

  - أ

(0) (0) 2 2
1

2 2 2ˆ1 ' 1 sin ( ) sin
2 2

A x L A L A
H x dx

L L L L L

 




           
   

  

  - ب

(0) (0)

2
if    oddˆ ' 1           

0 if    even

A
m

m H L
m

  
 

 

3mبالتالي للقيمة    

(0)
2 (0) 2 (0)

1 1

2

3
3 1

A
La

E E
 


 

 - ت
 2 2

2 2 (0) 2 (0) 2 (0)
1 1 1

2 /

3 1 2

A L A

E E L E
    


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  )A.4( ملحق

  باستخدام طريقة الاضطرابذرة الهيليوم 

Helium Atom Using Perturbation Theory  

وفي . )A.3( بالملحق التغاير لذرة الهليوم باستخدام طريقة أدنى مستوىب طاقة احسسابقاً  متلقد 
كما لاحظنا  .الاضطراب نظرية الهليوم باستخداملذرة  أدنى مستوىب طاقة احسهذا الملحق سوف نقوم ب

  :يكتب بالصورة) باستخدام الوحدات الذرية واعتبار أن النواة ساكنة(الهملتونيان لذرة الهليوم سابقاً فإن 

2 2
1 2

1 2 12

1 1 1ˆ ˆ ˆ '
2 2 o

Z Z
H H H

r r r
           

2Zحيث   لذرة الهليوم والهملتونيان الغير مضطرب هو :  

2 2
1 2

1 2

1 1ˆ
2 2o

Z Z
H

r r
        

والهملتونيان 
12

1ˆ 'H
r

 هو الجهد الكولمي لتفاعل الإلكترون الأول مع  الاضطراب المسئول عن

)0( والدالة المميزة الغير مضطربة. الثانيالإلكترون 
n ,هي حل معادلة  ,مع إهمال الدوران المغزلي

ˆ)0()0()0(شرودنجر 
nnno EH    تأخذ الشكلو:  

(0)
1 1 2 1 1 1 2( , ) ( ) ( )n s s sr r r r      

حيث 
3

1 ( ) iZ r
s i

Z
r e


  ونحن . الأرضي المستوىهي الدالة المميزة لإلكترون ذرة الهيدروجين ب

أن معادلة شرودنجر لذرة الهيدروجين ) راجع الباب الخامس بكتابنا الأول(نعلم أيضاً من دراستنا السابقة 
  :لتأخذ الشك) بالوحدات الذرية(
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2
2
1 1 1

1

1
( ) ( )

2 2s s

Z Z
r r

r
 

 
     
 

  

  نإوبالتالي ف
2 2

(0) 2
1 Hartree

2 2

Z Z
E Z      

  ): Bأنظر الملحق(يحسب بالمعادلة  1 للطاقة الأولى الدرجةالتصحيح من و 

1 2 1 2

1 2

6
( ) ( )(0) (0)

1 1 22
12

2 ( )6

1 22
12

1ˆ '

   

5
     Hartree

8

Z r r Z r r

Z r r

Z

Z

n H n e e d d
r

e
d d

r

Z





   

 

  





 

 

r r

r r  

  :تكون الأولى مرتبةلذرة الهليوم لل أدنى مستوىطاقة  فإن وبالتالي

(0) 2
1 1

5

8

11

4
   2.750  Hartree.

E E Z Z    

   
  

  . Hartree 2.9033عن القيمة العملية  %5وهي قيمةً تقل 

  :التالي نلاحظ هناو 

أعطت قيمة قريبة من القيمة العملية بالرغم من الصيغة المبسطة للدالة  الاضطراب أن طريقة - أ
قيمة قريبةً جداً من  علىطيع الحصول الأعلى نست اتالدرجمن  اتالتصحيح خدامباستو . المقترحة

 ).انظر الجدول التالي(القيمة العملية ولكن مع الكثير من التعقيدات الرياضية 
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  الطريقة  الأرضي المستوىطاقة 

4.00 H  إهمال الحدˆ 'H  

2.750 H   ولىالأ  الدرجةالتصحيح من  

2.910 H   الثانية الدرجةالتصحيح من  

2.90372433 H   الثالثة عشر الدرجةالتصحيح من  

  

الأرضي تعتبر مقبولةً ولكن هذا الاختلاف  مستوىبالرغم من أن الاختلافات في حساب الطاقة لل  - ب
ولذلك يلجأ إلي طرق أخري تعتمد . الكيميائيةالبسيط يعتبر كبيراً بالنسبة إلي قيمة شدة الروابط 

  . الحسابات العددية باستخدام الكمبيوتر على
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  )B.4(ملحق 

  ظاهرة شتارك الخطية
 Linear Stark effect  

  ،١٩١٣الظاهرة بواسطة العالم شتارك في عام  هذهرست دُ 
  المستويات الأولية للذرات انقسام تمت ملاحظةحيث 

E تأثير مجال كهربي نتيجة يدروجينالشبيهة باله


  خارجي 
  مع إهمال الدوران) فرضاً  zالمحور هباتجا(وصغير  ثابت

  بين المجال(طاقة التفاعل  تعرفو . للإلكترونالمغزلي  
  بالمؤثر الاضطراب المسئولة عن) ذرةلوا الكهربي 

           ˆ ' . . cosH P E er E e E r   
  

 

Pحيث e r
   الكهربي ثنائي القطبهو عزم (electric dipole moment)، r

  هي
هي  و كترونيلإلانة هي شح e،كترونيلإلوا ) Zالتي لها العدد الذريو ( المسافة بين نواة الذرة

Eتجهينالزاوية المحصورة بين الم


Pو 


ˆأن  الاعتبارمن المهم الأخذ في .  'H على دلا يعتم 
  .يةوخصوصاً للسرعات الغير نسب الدوران المغزلي للإليكترون

  :الصورة للإليكترونويأخذ الهملتونيان الكلي 
2 2

2
0

ˆ ˆ ˆ ' cos
2 e

Ze
H H H e E r

m r
      

  

لذرة للذرات الشبيهة  المميزةتعامل هنا مع دالة شرودنجر سوف نو . لإليكترونا هي كتلة emحيث 
  :في الإحداثيات الكروية بالصورة الهيدروجين

,( , , ) ( ) ( , ) , ,
lnlm nl l m lr R r Y n l m        

θ 

E


نواة 

P


 

 إليكترون

z  
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I- 1(الأرضي  مستوىبالنسبة للn  ( 0نجد أنl  0وlm  ويعبر عنه بالدالة: 

3/ 2

/
1 10 00

1
( , , ) , , 1,0,0 ( , ) 2

4o

oZr a
s l

Z

a
r n l m R Y e    


 

     
 

  

2(تساوي الوحدة ) multiplicity(وحيث أن التعددية  1 1ld l   (منفرد  المستوىذلك فإن هذا ل
ولأن الدالة المميزة هي دالة زوجية وبالتالي فإن التصحيح ). وذلك بإهمال الحركة المغزلية( )ينقسم لا(

  :لمعادلةيؤول للصفر تبعاً ل 1للطاقة  الأولى الدرجةمن 

1

*
1 1

2
* 2
1 1

0 0 0

ˆ ' 1,0,0 cos 1,0,0

cos

cos sin 0

s s

s s

i H i e r

e r d

e r r dr d d
 



  

    


  



 



  

E

E

E

  

2(جم استخدمنا بالتكامل عنصر الحوقد  sind r dr d d    (القيمة  .بالإحداثيات الكروية
01 وبالتالي لن ) الخارجي كهربيالمجال ال( الأرضي لن تتأثر بالاضطراب المستوىأن طاقة  معناها

  . 4.1شكل ، انظر الالأولى الدرجة من )مستوىلل انقسام( يظهر أي تصحيح

  

  

  

  

1n(الأول  المستوى )انقسام(تأثر عدم :  4.1شكل  (  ظاهرة شتارك الخطيةللذرة الهيدروجين نتيجة.  

. 2 الثانية الدرجةيجب أن نلجأ للتصحيح من ف قد انعدم 1 الدرجة الأوليمن وحيث أن التصحيح 
  .بنهاية الملحق جب منزليوسوف يترك هذا التصحيح كوا

l = 0, ml = 0 n = 1 ml =  0 

الكھربيتأثير المجال  بدون مجال كھربي  
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II- 2(المثار الأول  يمستو للn  ( 0,1نجد أنl   1وبالتالي فإن التعددية تعطي العدد 3 4  
 هي المميزةدواله الأربعة ، و )fourthfold degenerate(رباعي الطي  مستوى ولذلك فهو

,وللتبسيط فقط سوف نستعمل الدالة بالشكل ( ll m  2بدون العدد الكميn (:  

3/ 2

/ 2(0)
1

5/ 2

/ 2(0)
2

5/ 2

/ 2(0)
3

5/ 2

/ 2(0)
4

1
2 0,0 (1 )

232

1
2 1,0 cos

32

1
2 1, 1

64

1
2 1,1

64

sin

sin

o

o

o

o

o

o

o

o

Zr a

o

Zr a

Zr a i

Zr a i

Z

a

Z

a

Z

a

Z

a

Zr
e

a

re

re

re

e

e






















 



 
   

 

 
   

 

 
    

 

 
   

 

 

 :بالمصفوفة التالية كما هو واضح! تكاملاً  ١٦بالتالي فإن المحدد العام سيحتوي على 

11 1 12 13 14

21 22 1 23 24

31 32 33 1 34

41 42 43 44 1

                 0,0        1,0       1, 1         1,1

0,0

1,0
0

1, 1

1,1

H H H H

H H H H

H H H H

H H H H







 



 

  : تعرف كالتالي ijHالمصفوفة عناصر حيث 

(0) (0)ˆ2 ' 2ij i jH H  

2n( المثار الأول مستوىجزع، لأنه بنظرة متأنية لخواص الدوال المميزة للداعي للولكن لا (  نجد أن
  كيف؟ ! من هذه التكاملات تؤول للصفر ١٤

  :بالصورة 1للطاقة  الأولى الدرجةصحيح من دعونا نستعرض أولاً الت

ˆ ' , , cos , ,ik rH i H k e r r r e I I I       E E  
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  : والذي له الخواص التاليه

  :يعطي التكامل للزاوية  -أ

0

0   if  
2 2

1   if  
im ik

mk

m k
I e e d

m k


 

    
    
  

  :تتساو بالصفر الآتيةومنه نجد أن التكاملات    

13 31 14 41 23 32 24 42 34 43 0H H H H H H H H H H           

m'وعندما  -ب m  و'l l  نجد أن التكامل للزاوية يعطي:  

0

(cos )cos (cos )sinlm lmI P P d


        

cosxوباستخدام التعويض       نجد أن:  
1

2

1

( ) 0lmI P x x dx


   

2ث أن حي    
( )lmP x  لمتغير لهي دالة زوجيةx .ومنه نجد أن التكاملات الآتية تتساو بالصفر:  

11 22 33 44 0H H H H    

  : بالصورة العام ويصبح المحدد

1 12

21 1

1

1

             0,0  1,0   1, 1  1,1

0,0 0 0

1,0 0 0
0

1, 1 0 0 0

1,1 0 0 0

H

H







 


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1والحل العام للمعادلة السابقة هو  120,0, H   ،حيث:  


4

4

12 21

3
3

3
0

22/3
36

2
2

0 0

/(1 ) sin cos
2

ˆ1,0 ' 0,0 1,0 cos 0,0

     ( ) 3 /
16

o

o o

o

o
o

a

Z

Zr Zr Zr adr r e d d
a a

H H H e E r

e E Z
a e E Z

a


 
   









 


  

  


  

  :يأخذ القيم) وهو حل معادلة المحدد العام( 1للطاقة  الأولى الدرجةالتصحيح من وبالتالي فإن 

1 0,0, 3 /oa e E Z    

المثار  مستوىلل الانتماءبعض من صفة جزئياً  الخارجي قد أزال الكهربي وهذا معناه ببساطة أن المجال
مختلفة   l قيمقد تم للدوال التي لها  نقسامالا نجد أن  4.2من الشكل . )4.2أنظر الشكل (الأول 

)0l  1وl  (ومتساويان في القيمة( 0)lm  . 1المستويات للقيمl  و( 1)lm    ةثنائيتظل 
  .)أي لاتنقسم( الطي

 

 

 

 

 

  

  

2n(المثار الأول  المستوى انقسام:  4.2 شكل (  ظاهرة شتارك الخطيةل نتيجةلذرة الهيدروجين.  

3 oea E

3 oea E

n = 2 

1
200 210

2
     

 

1
200 210

2
     

ml =   1 

ml = 0

l = 0, ml = 0 
l = 1, ml = 0,  1 

ml = 0

 تأثير المجال الكھربي بدون مجال كھربي
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  :لةنا الرجوع إلي المعاديعلولإيجاد الدوال المميزة، يتوجب 

1 12 1

12 1 2

0

0

H c

H c

    
        

  

1وباستخدام القيمة  3 oa e E    1نجد أن 2c c هي لها والدالة المميزة المعيرة والمقابلة:  

1
200 210

2
       

1والجزر الثاني  3 oa e E   1يعطي 2c c  هي لها دالة المميزة المعيرة والمقابلةوال:  

1
200 210

2
       

  : ملاحظات

المستويات المختلفة نتيجة تأثير المجال  انقسام علىظاهرة شتارك الخطية تعتمد أساساً  -٢
ناتج من الصفة الخاصة للجهد الكولومي، وبالتالي، فهو يطبق  نقسامهذا الا . الكهربي الخارجي

  .الهيدروجينذرة  علىفقط 

. جزئي متماثل انقسام هُ لكنو  lm و l اً كاملاً لجميع قيم الأعداد الكميةانقسامليس  نقسامالا  -٣
) المستوىويظل  1)lm   4.2 انظر الشكل ,ثنائي الطي. 

ˆدوال ذاتية للمؤثر ولكنها مازالت  2L̂ة للمؤثر لن تصبح دوال ذاتي همنقسمالمستويات ال -٤
zL .

البسيط قد غير من شكل الهملتونيان بحيث أصبح غير متلازم مع  الاضطراب أن هوهذا معنا
2L̂  اتجاه المحور(وهذا ناتج من أن المجال الكهربي يأخذ اتجاه معينz  ًوبالتالي فإن ) فرضا

النظام لن يصبح متماثلاً مع أي دوران اختياري ولكن سيظل متماثلاً مع الدوران حول 
ˆفقط وبالتالي ستظل  zالمحور

zL متلازمة مع الهملتونيان الكلي.  
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  :اثبت أن: واجب منزلي

2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , 0, , 0z l zL L m L H L H      
           

ها بناء على أساس التقريب الخطي بشكل جيد يعلتطابقت النتائج النظرية التي تم الحصول  -٥
)4 مع نتائج التجارب المعملية في المجالات الكهربائية الضعيفة فقط 10  V/cm)E  

)5المجال الكهربي القيمة وعندما يبلغ  10  V/cm)E  ولا يلاحظ . يظهر انقسام إضافي
10)5مفعول شتارك في المجالات التي تزيد عن   V/cm)  بمعنى(من تأين الذرات وهذا ناتج 

 .)انفصال الإليكترون عن الذرة

تطبيق ظاهرة شتارك من الدرجة الأولى ل) وبدون حل التكاملات( وارسم المستويات ناقش: واجب منزلي
)للمستوى  3)n .  

)لظاهرة شتارك للمستوى  2 احسب التصحيح من الدرجة الثانية: واجب منزلي 1)n   لذرة
  .الهيدروجين

  :نبدأ بتعريف التصحيح من الدرجة الثانية كالتالي: الحل
2

22
2 (0) (0)

1,0,0 1

, , cos 1,0,0

nlm n

n l m r
e

E E





 
E  

2d(حيث  r drd  ( . كالتاليالبسط يحسب و:  

 * *
10 00, , cos 1,0,0 cosnl lmn l m r R Y r R Y d     

  :العلاقة باستخدامو 

00 10 10

1 4 1
cos

34 3
Y Y Y




   
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  نجد أن

8 7 2 5 ,1 ,0

2 5

3 * *
10 10

0

2 ( 1)

( 1)

1
, , cos 1,0,0

3
n l m

o n

nl lm

n n
a

n

n l m r r dr R R Y Y d

 












  
  

  :ويأخذ البسط الشكل

8 7 2 5
2 2 2

2 5

1 2 ( 1)
, , cos 1,0,0 ( )

3 ( 1)

n

o on

n n
n l m r a f n a

n







 

  

  :ويصبح التصحيح من الدرجة الثانية بالشكل

 

 

2 2
2 22 3

2 2 2 2
2 2

2

2 23 3

( ) ( )
2

1
2 2

2 (0.74 0.10 ) 2 0.91

o
o

n n

o o

o o

f n a f n n
e a

e e n
a a n

a a

 

   
 

     

 



E E

E E

  

نتيجة  (Induced electric dipole moment) حثستلما وبالتالي فإن عزم ثنائي القطب الكهربي
  :العلاقةمن يحسب  المجال الكهربي الخارجي

32 4(0.91) od a 
   


E E

E  

  .(Polarizability) يةالاستقطابب تعرفهنا  حيث 
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خامسالباب ال  
الزمنيةنظرية الاضطراب   

Time-Dependent Perturbation Theory 

ذلك لسبب بسيط وهو أن محاولة . حتى الآن تجنبنا التعامل مع المؤثرات التي تحتوي على الزمن صراحةً 
 غعتماد الهاملتونيان على الزمن لا. [إيجاد حل متكامل لمعادلة شرودنجر الزمنية يعتبر بعيد المنال

وقد تعاملنا . نستطيع استخدام فصل المتغيرات للوصول إلى معادلة مميزة لها القيم والدوال الخاصة بها
  : مع معادلة شرودنجر بالصورة) الباب الثاني(بكتابنا الأول 

ˆ ( ) , ,H r x t i x t
t





  

  :ومنه وجدنا بعد فصل المتغيرات أن
/, iEtx t x t x e    

التقريبية نجد أنه بإضافة حدود صغيرة تعتمد على الزمن بالهملتونيان فإننا وبعد دراستنا للنظريات 
  . نستطيع التعامل معه من خلال نظرية الاضطراب

من الطرق الملائمة والقوية لدراسة تفاعل المواد مع الطاقة  نظرية الاضطراب الزمنية
)Interaction of radiation with matter( )والتي يظهر تأثيرها ) مثل الإشعاعات الكهرومغناطيسية

هذه الإشعاعات لها ترددات مختلفة وبالتالي تتغير مع الزمن ولهذا . من خلال الفوتونات والالكترونات
غير ) الدوال(ونتيجة لهذه الاضطرابات الزمنية تصبح المستويات . نتعامل معها كاضطرابات زمنية

أسفل عن طريق الانبعاث التلقائي  ولهذا تنتقل الإلكترونات من مستوي أعلى إلى مستوي. مستقرة
)Spontaneous emission ( الانبعاث المحثوث أو عن طريق)ألقسري)(Stimulated emission (

أعلى عن طريق  وتنتقل الإلكترونات من مستوي أسفل إلى مستوي. وھو أساس لنظرية عمل الليزر
  ). Stimulated absorption)(ألقسري(الامتصاص المحثوث 

ودراستنا في هذا الباب ترتكز على تأثير الاضطرابات الصغيرة فقط والتي تضاف إلي الهملتونيان الابتدائي 
يعتمد على الزمن صراحةً، ) هملتونيان(وكما ذكرنا أننا عندما نتعامل مع مؤثر . الغير معتمد على الزمن
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، بالتالي اختياراتنا المعتادة والتي )لقيم المميزةمن ناحية الدوال وا(فإننا لن نحصل على حلول مستقرة 
. كأساس لمفكوك أي دالة مجهولة يصبح غير عملي) حلول المعادلات المميزة(تعتمد على الدوال المميزة 

وللتغلب على هذه العقبة فقد اقترح العالم ديراك أن نستخدم الدوال المميزة كمفكوك للدوال الزمنية 
  .  تعتمد على الزمن) Coefficients(دام معاملات المجهولة ولكن مع استخ

. otولتوضيح نظرية الاضطراب الزمنية بمثال من الحياة اليومية نفترض أن الشمس تشرق عند الزمن 

otعند الزمن  t ولنفترض أنها تعرف بالدالة  شروق الشمس، تكون حالة السكون للأشخاص أي قبل
otعند الزمن . iالابتدائية  tبعد شروق الشمس، تكون حالة الحركة للأشخاص ولنفترض  ، أي

دالة الأولي الابتدائية بالتالي سوف نتعامل مع دالتين أساسيتين، ال . fأنها تعرف بالدالة النهائية 
نتيجة للمؤثر  fالدالة الثانية النهائية  )تترافق مع( إليوتنتقل  iوهى  'H  وهو هنا شروق

إلى المستوى  i ماهو احتمالية الانتقال من المستوي الابتدائي: وهنا يظهر السؤال كالتالي. الشمس
في وجود المؤثر fالنهائي  'Hو للإجابة على هذا السؤال، سوف نتبع الشرح التالي ؟ .  

    

: مجموع جزئين ي يتكون منالذ Ĥالهملتونيان الكلينبدأ هنا ب وللإجابة على السؤال السابق دعونا
والثاني هو  )تحليلياً   كاملاً لهحلاً إيجاد  هو الجزء الممكنو ( Hoالأول هو الهملتونيان الغير مضطرب 

 الاضطراب المسؤل عنو  الصغير جداً  الجزء 'H والذي يعتمد على الزمن بشكل واضح، بالتالي:  

         ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ'( ),                '( )o oH H H t H t H        (5.1) 

  :وسنفترض وجود حل لمعادلة شرودنجر المميزة

                               ˆ
o k k kH E                  (5.2) 

  : والتي تظهر كمعادلة زمنية بالشكل

ˆ
o o oH i

t
 



          (5.3) 

/(0) kiE t
o k k

k

C e  
       (5.4) 
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(0)حيث 
kC (0)2أن الكميةو على الزمن، دعتمتلا  ابتوث

kC تعبر عن احتمالية وجود النظام في المستوى 
المنفصلة  لمستوياتيتم على جميع ا (5.4)في المعادلة  التجميع .قبل بدأ الاضطراب kالمستقر 

)discrete states(  منھا والمتصلة)contiuous states( .الدوال وحيث أن k  يكونون مجموعة

  :بالتالي فإن الحل العام لمعادلة شرودنجر العامة الزمنية  متكاملة،

      Ĥ i
t

 



            (5.5) 

  ة بالإمكان وضعة بالصور 

     2/( ) , ( ) 1kiE t
k k k

k k

C t e C t   
        (5.6) 

) لمعاملاتأن ا فترضناا حيث )kC t المميزة وإذا علمنا أن الدوال. عتمد على الزمن صراحةً ت k  لهم
2معايرة، فإننا نجد أن الكمية لها خواص ال خواص التعامد والمعايرة وأن الدالة 

( )kC t  تعبر عن
) و تدل tالمحدد  عند الزمن k )المستوى(احتمالية وجود النظام في الحالة  )kC t  على السعة

ˆنلاحظ أنه مع استخدام الشرط  (5.6)و (5.4)وبمقارنة المعادلتين  .الاحتمالية '( ) 0H t   فإن المعامل
)الزمني  )kC t (0)يؤول إلى الثابت

kC.  للمعامل ) شرط ابتدائي(ولهذا نعتبره قيمه ابتدائية( )kC t .  

فإننا  (5.5)اً بالمسألة فبدلاً من إيجاد قيم ودوال مميزة لمعادلة شرودنجر المميزة نلاحظ هنا تحولا جذري
)نبحث عن إيجاد قيم المعاملات )kC t . في  (5.6)ولحل هذه المعضلة نقوم بالتعويض بالمعادلة

  :نجد (5.2)و (5.1)مع استخدام  (5.5)المعادلة 

  : دلةباستخدام المعا: واجب منزلي

/ /ˆ ˆ( ) ( ') ( )            (5.7)k kiE t iE t
k k o k k

k k

i C t e H H C t e
t

   
 

     

  :اثبت أن  

   
/ /ˆ( ) ( ) '( )k kiE t iE t

k k k k
k k

i C t e C t H t e         (5.8) 
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)استخدمنا حيث )
( ) k

k

dC t
C t

dt
 .  

   :الحل

 :يعطي (5.7)الطرف الأيسر من المعادلة 

/ / /( ) ( ) ( ) ( )k k kiE t iE t iE t
k k k k k k k

k k k

i
i C t e i C t e i C t E e

t
    

  
       


  

  :يعطي) ٥,٧(الطرف الأيمن من المعادلة 

/ / /

/ /

ˆ ˆ ˆ ˆ( ') ( ) ( ) ( ) '

ˆ                                                    ( ) ( ) '

k k k

k k

iE t iE t iE t
o k k k o k k k

k k k

iE t iE t
k k k k k

k k

H H C t e C t e H C t e H

C t e E C t e H

    

  

  

 

  

 

  

 

  

 
  

  .(5.8)وبمساواة الطرفين نحصل على المعادلة 

miE/واسطة باستخدام الضرب القياسي ب t
m e   وإجراء التكامل  (5.8)من اليسار بكلا الطرفين للمعادلة

mللفراغ بأكمله ومراعاة أن  k mk   يةالتفاضل نجد أن المعادلة تؤول إلي فئة من المعادلات 
 :المترافقة وهى

         
'1 ˆ( ) ( ) ( ) mki t

k m mk
m

C t C t H t e
i

 


      (5.9) 

ˆ'عرفنا عناصر المصفوفة  حيث ( )mkH t بالشكل:  

                                      (5.10) 'ˆ ˆ( ) '( )mk m kH t H t   

  : كالتاليmkوعرفنا تردد بور الزاوي 

       
m k

mk

E E 


           (5.11) 



@ Drs. I. Nasser and Afaf Abdel-Hady 

 75

وبدون أي تقريب  (5.5) تماماً لمعادلة شرودنجر الزمنية ةمكافئ (5.9) المترافقة التفاضلية المعادلات
  . حتى الآن

ˆ'للبدأ في استخدام التقريب، سنفترض أن الاضطراب
mkH  المعاملات فكوك مكمية صغيرة وأيضاً يمثل

kC  الوسيطيتم بدلالة  بالمتسلسلة: 

        
(0) (1) 2 (2)

k k k kC C C C               (5.12) 

بكلا ) لنفس الدرجة( مساواة معاملات الوسيط و  (5.9)في المعادلة  (5.12)المفكوك  مباستخدا
  : نجد أن ن،طرفيال

  :تعطي 0مساواة معاملات 

(0) 0,kC                                                       (5.13a) 

 :تعطي 1ومساواة معاملات 

(1) 1 ' (0)ˆ( ) ( ) ,mki t
k mk m

m

C i H t e C                         (5.13b) 

  :تعطي sاة معاملات مساو عامةً و 

( 1) 1 ' ( )ˆ( ) ( ) , 0,1,2,mki ts s
k mk m

m

C i H t e C s             (5.13c) 

قد  (5.8)؟ تعني أن المعادلة الأصلية (5.13a-c)نتوقف هنا لنسأل أنفسنا، ماذا تعني لنا المعادلات 
 لكن. التي يمكن تكاملها لأي درجة 5.13a-c)(انفصلت بطريقة ما إلي مجموعه من المعادلات 

كل معامل، مثلاً ) معدل تغير(لا يمكن حلهم حلاً تاماً وذلك لارتباط تفاضل  (5.13a-c)المعادلات 
( 1)s
kC ، ،مع المعاملات الأخرىs

mC .صغيرة نستطيع لدرجة جيدة من التقريب أن  تولكن، لاضطرابا
 .ر جداً بحيث أن المعاملات تعامل على أنها ثوابتنفترض أن معدل تغير المعاملات صغي

(0)،(5.13a)بالنظر للمعادلة  0kC  (0)تؤكد ببساطة أن المعامل ، نجد أنها
kC  ماهو إلا ثابت ولا يعتمد

(0)وكما رأينا سابقاً أن . على الزمن
mC وفي شرحنا التالي سوف . ط ابتدائي للمسألةشر  ما ھو إلا
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ot(نفترض، فقط للتبسيط، أن النظام في حالته الابتدائية  t ( يعرف تماماً بالدالة المستقرةm 
 :ولهذا. mEوطاقتها المناظرة 

     (0)           for discrete states

   ( )       for continuous states    
km

kC
k m





  

       (5.14) 

 :نجد أن التصحيح الأول يعطي (5.13b)في المعادلة  (5.14)بالتعويض من 

      
(1) 1 'ˆ( ) ( ) kmi t
k kmC i H t e                    (5.15) 

  :وبتكاملها نجد

 
'(1) 1 'ˆ( ) ( ') 'km

o

t
i t

k km

t

C i H t e dt                              (5.16) 

(1)امل حيث ثابت التكامل اختير بحيث أن المع
mC  يؤول للصفر عندot t أي قبل أن يبدأ ،

 .احتى يتسنى لنا فهم تطبيقاته الدرجة الأولي بالمعاملات من سنكتفي هنا .الاضطراب

 ى سنعرف احتمالية الانتقاللدرجة الأولل Transition probability  m من المستوي الابتدائي  
 : بالعلاقة kإلى المستوى النهائي 

      
2(1)

km kP C                            (5.17) 

ل الانتقالو معد Transition rate k m ) بالعلاقة) وحدة الزمنل احتمالية الانتقالويعرف بأنه:  

(5.18)                               
k m

k m

P

t
  

  :بالعلاقة )Mean life time of the state(نستطيع تعريف متوسط العمر الزمني للمستوى  ومن

(5.19)                            Mean life time( ) 1/    
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  . وهو متوسط الزمن اللازم لتحلل المستوي

  

قد وقع تحت تأثير اضطراب خارجي صغير لمجال  qاعتبر المتذبذب التوافقي الخطي للشحنة  :مثال
  :الاضطراب هو بحيث أن Xباتجاه المحور Eكهربي 

ˆ ' ,H qxE .  

0ويؤثر في الفترة الزمنية  t T  يتواجد بالمستوي الأرضي  المتذبذبافترض بدايةً أن . فقط
)0n  ( 0في اللحظةt  بأي مستوي أخر في اللحظة  المتذبذب، فما هو احتمال أن يكونt T.  

  :نلاحظ هنا أن الاضطراب نفسه لا يعتمد على الزمن صراحةً، ولذلك نحصل على العنصر: الحل

'ˆ ˆ 'mk m k m kH H qE x       

mونجد أن تكامل من النوعية  kx ،سوف نتعامل معه بكثرة  ، والذي لا يعتمد على الزمن
الانتقال من ) مدى سماحية(من هذا التكامل البسيط نستطيع أن نستنتج شروط . بحساباتنا المستقبلية

دعونا نري هذه القواعد من هذا . )selection rules(مستوي لأخر وهذه الشروط تسمى قواعد الاختيار
  . التكامل

  :التكامل يعطى بالشكل نجد أن )لمؤثراتنظرية ا( الباب الأولمن تعاملنا ب

, 1 , 12
| | 1 m n m nm

m x n n n


  
    

  

1mله قيمة غير صفرية بتحقق الشرط و  n  0وحيث أن . فقطn   فإنm  فقط ١تأخذ القيمة ،
  :ي نجد أنبالتالو 

2 2
1| | 0 0 1

m m
x

 
     

  :هو 1إلى المستوى النهائي 0وسعة الانتقال من المستوي الابتدائي 
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10
10

10

10 10 10 10

1010

'(1) 1 '

'1

00

/ 2 / 2 / 2

/ 2

'

2

2 2

22

ˆ( ) ( ') '

      ( ) 1| | 0 '

      1

      2 sin( )

km

o

t
i t

m mk

t

TT
i t

i T i T i T i T

i T

i te

im

m m

T

m

C i H t e dt

qE
i qE x e dt

i

qE qE
e e e e

qE
e i





   







 




 











     

           

 



 

 








 



 

  :هو 1إلى المستوى النهائي 0واحتمالية الانتقال من المستوي الابتدائي 

10

2 2
2(1) 2

10 1 3 2

2
sin ( )Tq E

m
P C 


 

  

سيظل كما هو بدون إنتقال إلى المستوى  0يتضح من المعادلة السابقة أن المستوي الابتدائي 
تتذبذب خلال زمن تأثير  10P تقالوسيظل احتمالية الان صغير Eطالما المجال الكهربي  1النهائي

فإن احتمالية  )متردد( نستطيع أن نؤكد هنا أيضاً أن باستخدامنا مجال كهربي متذبذب .الاضطراب
 لبدء المطلوب )Resonance frequency(ألرنيني  سوف تزداد إلي أن نصل إلي التردد 10Pالانتقال

  .نتقالعملية الا 

  

قد وقع تحت تأثير اضطراب  qاعتبر المتذبذب التوافقي الخطي للشحنة كما بالمثال السابق،  :مثال
  :بحيث أن Xباتجاه المحور Eخارجي صغير لمجال كهربي 

/ 1ˆ '( ) ( ),                ( ) ,tH t qxE t E t e   


   .  



@ Drs. I. Nasser and Afaf Abdel-Hady 

 79

0n(يتواجد بالمستوي الأرضي  المتذبذبافترض بدايةً أن . ثوابت و حيث (  0في اللحظةt  ،
tبأي مستوي أخر في اللحظة  المتذبذبفما هو احتمال أن يكون  .  

  :من المثال السابق وجدنا أن الانتقال المسموح هو: الحل

2
1| | 0

m
x


   

'
10

ˆ ˆ( ) 1 '( ) 0 ( ) 1 0H t H t qE t x    

  :وه 1إلى المستوى النهائي 0وبالتالي احتمالية الانتقال من المستوي الابتدائي 

 

 

  

2
2 2

2(1) ( ) '
10 0

0

2
2 2

0

2 2 2 2

2

'

( ) '
2

2

               1
2 ( ) 1

i t

t
i

i t

te

i

q
P t C e dt

m

q

m

q
e

m

 

 

 

 







 
 










 

        

 








 

:ومنها نجد أن  

2 2 2

10 2
( )

2 ( ) 1

q
P t

m

 
 

 
  

 اسييحيث استخدمنا التكامل الق
2

2 2

1br i re dr
b




  

 . 10يتضح من المعادلة السابقة أنP 

0تؤول للصفر عندما   10أي قبل بدأ الاضطراب، و 3

1
P


 عندما  .  

  :لاضطراب صغير يعطى بالعلاقة:مثال
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  '                 0ˆ '( )
 0                   t 0

H t
H t



 

   
  

إلـى  mاثبـت أن احتماليـة الانتقـال مـن المسـتوى الابتـدائي . مـؤثر ثابـت لا يعتمـد علـي الـزمنH' حيث
                                        :يعطى بالعلاقة nالمستوى النهائي 

22
' ( )                         (5.20)n m n m m nP H E E

  
  

'وذلك لأن  (5.17)بالمعادلة  kmPبالإمكان إيجاد : الحل
kmH لى الزمنعتمد عيولا ثابت  مؤثر، 

إلى المستوى  mحيث أن احتمالية الانتقال من المستوى الابتدائي  .بالتالي يمكن إخراجه من التكاملو 
  يعطى بالعلاقة nالنهائي 

2
2(1)

0

2 22 2

2 2
0

22 / 2 / 2 / 2

2

22

2
2

'

' ' 1
                  

' 2
                 

2

sin ( )' '2                 
( )

2

nm

nm

nm

nm nm nm

i t
nm m

i
nm i t nm

nm

i i i
nm

nm

nm

nm n

nm

i
P C n H m e dt

H H e
e dt

i

H e e e

i

H H




  


     





 





  


 

 
  

 

 







 





2

2
( , )m F  



 

حيث استخدمنا 
2 2
nm n mE E

 
 


1والخاصية A.5 ام الملحقوباستخد. 

( ) ( )ax x
a

 ( 

   :نجد أن

lim ( , ) ( ) ( ) 2 ( )
2 2
nm m n

m n

E E
F E E



     



  


  
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  . (5.20) ومنها نصل للنتيجة المطلوبة

  :نستنتج التالي؟ 5.20)(لنتوقف هنا لنسأل، ماذا نستنتج من المعادلة

تزداد بزيادة زمن  nى المستوى النهائيإل mاحتمالية الانتقال من المستوى الابتدائي -١
  . الاضطراب

  nو mتعني أن الانتقال يحدث بين المستويين  5.20)(فإن المعادلة  ،من خواص الدالة  -٢
بالتالي فإنه لا يحدث أي تغيير في الطاقة الكلية للنظام، بمعنى أن الطاقة الكلية . فقط

 .  محفوظة

من الخاصية السابقة نستنتج أن الاضطراب الزمني لا يغير من طاقة النظام الكلية، بمعني أنه  -٣
  .لا يضيف ولا ينقص من طاقة النظام

  :ل الانتقال يعطي بالعلاقةمعدو 

22
' ( )n m

n m n m m n

P
H E E

 


   
  

  "قاعدة فيرمي الذهبية"وتسمى هذه العلاقة 

  :لاضطراب صغير توافقي يعطى بالعلاقة:مثال

12 sin( )        0ˆ '( )
     0              t 0

H t t
H t

 


 
   

.  

الى  mأوجد احتمالية الانتقال من المستوى الابتدائي . مؤثر هيرميتي لا يعتمد على الزمن1Hحيث 
                                .nالمستوى النهائي 

  :قبل أن نبدأ بحل المثال سنقوم بإعادة كتابة الاضطراب بشكل جديد يبسط الحسابات وهو: الحل
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 1     0ˆ '( )
     0                  t 0

i t i tH
e e t

H t i
  



    
  

  

)sinحيث استخدمنا المفكوك )
2

i t i te e
t

i

 




 .الانتقال من المستوى الابتدائي والآن سعةm  إلى

  :تحسب كالتالي nالمستوى النهائي

(1)
1

0

1

0

( ) ( )
1

2 sin( )

      

1 1
      

n m

n m

n m n m

i t

m

i ti t i t

i i

n m n m

i
C n H t m e dt

n H m
e e e dt

n H m e e





 

     



   



 

  

    

  
   

   











 

1nوقد افترضنا سابقاً أن عناصر مصفوفة التفاعل  H m  صغيرة ومتماثلة، بمعني
1أن 1n H m m H n . أن سعة الانتقال تبلغ قيماً منفردة  نجد هنابالتالي و)singular( 

  :بحالتين اثنتين وهما

 absorption a quana of energyعند امتصاص طاقة كوانتمية : الحالة الأولى

0nm m nE E        

  emission a quana of energyعند انبعاث طاقة كوانتمية : الحالة الثانية

0nm m nE E         

  

  
  
انبعاث   

 تلقائي
m nE E     

Em

En 

m nE E     

En 

Em 

امتصاص 
 محثوث
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   ):انظر المثال السابق(ل الانتقالمعدأن  الحالة الأولى، أي عند امتصاص طاقة كوانتمية، نجد بالتالي في

2

1

2
( )n m m nm H n E E

     
  

  :ل الانتقالمعدأن  والحالة الثانية، أي عند انبعاث طاقة كوانتمية، نجد

2

1

2
( )n m m nm H n E E

      
  

  

  :للمستويات المتصلة معدل الانتقال

غالباً ينصب اهتمامنا في تجميع معدلات الانتقال للمستويات 
لنفترض مثلاً أن عدد . النهائية القريبة جداً من بعضها البعض

المستويات النهائية القريبة من بعضها لوحدة الطاقة وتسمى 
ويعبر عنه بالرمز ) density of states(كثافة المستويات 

( )mE.  بالتالي فإن  

2

1

2

1

2
( ) ( )

2
  ( )

m k

k m k m m m
m

m E E

m H k E E E dE

m H k E


  

 




 

    



 







  

 عناصر المصفوفة ملاحظة أنمع ". قاعدة فيرمي الذهبية"وهي صورة اخري من صور 
2

1m H k ئيةتعبر عن القيمة المتوسطة لجميع المستويات النها.  

Ek 

mdE
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 تمارين عامة

قد وقع تحت تأثير اضطراب خارجي صغير لمجال  qاعتبر المتذبذب التوافقي الخطي للشحنة  -١
  :بحيث أن xباتجاه المحور  Eكهربي 

2 2/ˆ '( ) ( ),                ( ) tH t xE t E t e    .  

0n(يتواجد بالمستوي الأرضي  المتذبذبافترض بدايةً أن . ثوابت و حيث (  في اللحظة
t   1بالمستوي  المتذبذب، اثبت أن احتمال أن يكونn   في اللحظةt   ھو 

2 2
2 2

/ 2
10 2

P e
m

  





.  

قد وقع تحت تأثير اضطراب خارجي صغير لمجال  qاعتبر المتذبذب التوافقي الخطي للشحنة  -٢
  :بحيث أن xباتجاه المحور  Eكهربي 

2 2
ˆ '( ) ( ),                ( )H t qxE t E t

t




  


.  

0n(يتواجد بالمستوي الأرضي  المتذبذبافترض بدايةً أن . ثوابت و حيث (   في اللحظة
t   بأي مستوي أخر في اللحظة  المتذبذب، فما هو احتمال أن يكونt  . ] استخدم

 اسييالتكامل الق
2 2

i te
dt e

t




 







 [ 

باتجاه المحور  Eتحت تأثير اضطراب خارجي صغير لمجال كهربي  وضعت ذرة هيدروجين -٣
  :بحيث أن Zالصادي 

2 2
ˆ '( ) cos ( ),                ( )H t er E t E t

t

 
 

  

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في اللحظة )1,0,0(باعتبار أن ذرة الهيدروجين تتواجد بالمستوي الأرضي . ثوابت و حيث
t   في اللحظة  2,1,0، اثبت أن احتمال أن يكون ذرة الهيدروجين بالمستويt   هو 

2 2 2 15
2

21 2 10

21

3
oa e

P e  


استخدم  [ .
7

5

2 2
2,1,0 cos 1,0,0

3
oa

r   [  
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 )A.5( ملحق

)الدالة المترددة  , )F t  

Oscillating Function ( , )F t  

) الدالةتعرف  , )F t بالمعادلة  :  

2 2

2 2 2

2

2

sin ( )1 1 cos( )
( , )

( )

i t t

t

e t
F t

 






 
    

  :ها الخواص التاليةومنه يتعين ل) عند قيمة ثابتة للزمن( الرسم التالي يوضح شكل الدالةو 

-3 -2 -1 0 1 2 3
w

5

10

15

20

25

30

F

Plot FHw,tLversus w

 

)الدالة  , )F t لقيم مختلفة للزمن ،( ,7)F  للخط المستمر و( ,5)F  للخط المتقطع. 

 

0يوجد لها قمة حادة حول القيمة ) عند قيمة ثابتة للزمن(ن الدالة من الرسم نجد أ -١  .  

 ):باستخدام نظرية ليبنتز للنهايات(وتحسب رياضياً كالتالي . 2tارتفاع القمة يتناسب مع  -٢
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2 2

20 0 0 0

1 cos( ) sin( ) cos( )
lim ( , ) lim lim lim

2 2 2

t t t t t t
F t

   

  
    


    

2قريبياً مع يتناسب ت) اتساعها(عرض الدالة  -٣

t

 .هذا ناتج من استخدامنا للشرط: 

                                  , 1, 2,

2
2

( , ) 0 n

n

t

n
t

F t 




 



 

 
 

 : تتناسب مع) area under the curve(مساحة المنحني  -٤

2 2
Area t t

t


    

0وبالتالي فإن المساحة تزداد مع الزمن وتكون أكبر مساحة مركزة حول القيمة   . وعندما
)نجد أن الدالة تصبح دالة دلتا , ةيزداد الزمن إلى قيمة لا نهائي ) .  

باستخدام التعويض  -٥
2

t
x


 نجد أن: 

2

2

sin
( , )

x

x
F t d t dx t  

 

 

    

حيث استخدمنا التكامل القياسي 
2

2

sin x

x
dx 





. 

0من القمة الحادة حول القيمة  -٦   نجد أن هناك تشابهاً مع الدالة دلتا( ) ومنه نجد ،: 

lim ( , ) ( )
t

F t t   


 
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  )A(ملحق 
  نظام الوحدات الذرية

System  of  A tom ic U nits  

يستخدم نظام الوحدات الذرية بإسهاب في الحسابات الخاصة بميكانيكا الكم وذلك لمساواة الثوابت 
/ (وثابت بلانك المعدل  eمثال لذلك شحنة الإلكترون(الخاصة  2h  لنأخذ . الواحد الصحيحب)  

مع إهمال حركة ( معادلةذلك بالهملتونيان الخاص بإليكتروني ذرة الهليوم والذي يعبر عنه بالعلى مثالاً 
  ):النواة

)A.1                          (
2 2 2 2 2

2 2
1 2

1 2 12

ˆ
2 2e e

Ze Ze e
H k

m m r r r
       

   

في حالة  2e وتساويهي شحنة النواة  Zeو ،قانون كولومب ثابت kهي كتلة الإلكترون،  emحيث 
  .ليومياله

  

  

  

  إحداثيات تستخدم لوصف ذرة الهيليوم) ◌ِ A.1(شكل 
 

  

  

,1 دعنا نعرف هنا قيم الوحدات الخاصة بحيث أن 1, 1, 1/ 4 1e om e k       فتأخذ
  : لسابقة الشكلالمعادلة ا

)A.2                          (2 2
1 2

1 2 12

1 1 1ˆ
2 2

Z Z
H

r r r
         

r12 

r2 

em  

r1 

Ze=2e 

em  
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ونتيجةً لهذا التبسيط فإننا نجد أننا نستطيع أن نبسط جميع الكميات . أي ثابت فيزيائيعلى ولا تعتمد 
  :oaالفيزيائية ألأخرى مثل نصف قطر بور 

)A.3                     (     
2

2
1    (atomic units)oa

kme
 
  

  :الطاقة كالتالي أيضاً  وتعرف. بور بالاسم وحدة الأطوال الذرية ىو تسم

)A.4                          (
2

1    (atomic units)
o

ke

a
E    

Hوتسمي وحدة الطاقة الذرية بالاسم هارترى و يرمز لها بالرمز  Hartree.  

. هارترى ٠,٥ - = الأرضي لذرة الهيدروجين  مستوىالطاقة الذرية نجد أن طاقة الباستخدام وحدة 
عدد من أسماء القيم الفيزيائية المهمة والقيم المكافئة لها في النظام على الجدول التالي يحتوي 

  .القياسي

  .هارتري في النظام القياسي ١احسب القيمة المكافئة للطاقة : واجب منزلي
2 2 2 31 19 4

2 2 2 10 2 1 1 2 34 2

18

(9.1091x10 kg)(1.6021x10 C)
1 Hartree

(4 ) (1.1126x10 C .J .m ) (1.0545x10 J.s)

          4.3595 10 J

o

k me me



 

   



  

 

 

 

   وبالتالي
181 Hartree (1 H) 4.3595 10 J

27.2 eV

2 Ry

 



  

Ry 1 حيث 13.6 eV  ،ريدبرج وحدة ويقال عليها هي وحدة أخرى للطاقة.  

Hartree (1 H) 181تحول الوحدة  4.3595 10 J  إلي التعريفات التالية:  

  بضربها بعدد أفوجادرو نحصل على - ١
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-11 Hartree 2625 kJmol 

ف الذرية نلجأ لحساب فرق الطاقة بين المستويات المختلفة باستخدام وحدة لدراسة الأطيا - ٢

( من العلاقة وتستنتج  معكوس الطول الموجي
c

E h h hc 


   ( 

18

34 8

7 -1

5 -1

1 Hartree 4.36 10 J

(6.626 10 J.s)(3.0 10 m/s)

  2.195 10 m

  2.195 10 cm

hc







 

 

 

 
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    ، (fine structure constant)ثابت التركيب الدقيق باستخدام(جدول الوحدات الذرية 
2

1 /137.036
ke

c
  


    ،(velocity of light in vacuum)في الفراغ c سرعة الضوءو  

82.99792 10 m/sc  (  
 

  الوحدات القياسية  الوحدات الذرية  الكمية ومدلولها الفيزيائي

1em  )لإلكترونكتلة ا(الكتلة    319.1091 10  kg  
|  )شحنة الإلكترون(الشحنة  | 1e   191.6021 10  C  

نصف قطر المدار الأول (المسافة
  )لذرة الهيدروجين

2

2
1oa

kme
 


 

115.2916 10  m 

1  )دلثابت بلانك المع(العزم الزاوي 
2

h


 

  
341.0545 10  J.s  

مقدار سرعة الإلكترون (السرعة 
  )بأول مدار لبور

1ov c   
62.18769 10  m/s  

ضعف طاقة تأين ذرة (الطاقة 
  )الهيدروجين

2

1
o

ke
E

a
 

  

184.3594 10  J

27.2116 eV


  

ي لحركة الزمن الدور (الزمن 
  )الإلكترون بأول مدار لبور

1o

o

a

v
  

172.4189 10  s  
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  )B(ملحق  
  تكامل كولم

Coulomb's Integral ( )I Z  
) كولم تكامل سنستعرضبهذا الملحق  )I Z ونثبت أن:  

)B.1   (        * *
1 1 1 2 1 1 1 2 1 2

2 1

1 5
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

8s s s sI Z r r r r d d Z    
  r r

r r
 

حيث 
3

1 ( ) iZ r
s i

Z
r e


   هذا  .الأرضي ىهي الدالة المميزة لإلكترون ذرة الهيدروجين بالمستو

طي موزعون بكثافة كهربية تع نهمأبفرض  وذلك إلكتروني ذرة الهليوم بين طاقة التفاعل يمثل التكامل
  :بالعلاقات

)B.2                 (    
2*

1 1 1 1 1 1 1

2*
2 1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( )

s s s

s s s

e r r e r

e r r e r

   

   

   

   
  

وجود الحدالصعبة نتيجة  الرياضية لم يعتبر من المسائلحساب تكامل كو 
12 2 1

1 1

r


r r
وبالتالي لا  

 إذا لم تكن خلفيتة الرياضية )B.1(أن يكتفي بالنتيجة عليه  قارئ المبتدئال. نستطيع فصل المتغيرات
   .تسمح له بالتكملة

  :بتعريف الإزاحة بالصورة وسوف نبدأ
2 2

2 1 1 2 1 22 cosr r r r    r r  

sin2 مع ملاحظة أن( نحصل على التكامل بالصورة بالتالى
i i i i id r d d  r =(:  


1 2

1 2

26
2 22 2

1 1 2 22 2 2
0 0 0 0 1 2 1 2

2

2 26 2 2
1 1 2 2 2 2

0 0 0 1 2 1 2

sin
4

2 cos

sin
 8

2 cos

Z r Z r

Z r Z r

Z d
I e r dr e r dr d

r r r r

d
Z e r dr e r dr

r r r r

 





  
 

 


 
 

 
 


 


 

   

  
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cosxوباستخدام التعويض    ولذاsindx d  نجد التكامل على الزاوية  يعطى:  

1 21
1

2 2 2 2
0 11 2 1 2 1 2 1 2

2 1
2

2
,    

sin

22 cos 2 ,    

r r
rd dx

r r r r r r xr r r r
r

  






   
     



   

  :أن نجد ومنه
1

1 2 2

1

1 2

2 2 26 2 2
1 1 2 2 2 2

10 0

1
16 [ ]

r
Z r Z r Z r

r

I I

I Z e r dr e r dr e r dr
r

 
     

 
  

  :حيث التكاملات

  
1

2 12 22 2 2
1 2 2 1 13

1 10

1 1
1 2 2 1

4

r
Z r Z rI e r dr e Z r Z r

r Z r
       

                                               
1

2

1

2
2

2 2 2 12
1 2

4

Z r
Z r

r

e
I e r dr Z r

Z

 
    

  :وأخيراً 

                              

 

 

1

1 1

1 1

2
2 26 2

1 1 13
10

4 23 3
1 1 1 2

0

16 [ 1 ]
4

5
  4 1 4

32

5
  

8

Z r
Z r Z r

Z r Z r

e
I Z e r dr e r Z

Z r

Z e e r Z r dr Z
Z

Z

 





   

       
 





  



 129

  )C(ملحق 
  جدول للتفاضلات البسيطة

Table of Simple Derivatives 

,الحروف  .xكدوال في المتغير  تستخدم vو uفي الجدول التالي الحروف  ,a b   و, ,m n  
1iو ثوابتك متستخد  .  

  

   

   

2 2

cos sin

cos sin

1
ln( )

2

u u

ax ax

ax ax

d du
u u

dx dx
d

ax a ax
dx
d du

u
dx u dx
d du

e e
dx dx
d

e ae
dx
d

e axe
dx

 

 









  

   

   

1

0

1

( )

( )

sin cos

sin cos

n n

da

dx
dx

dx
d du

au a
dx dx
d dv du

uv u v
dx dx dx
d

ax nax
dx
d du

u u
dx dx
d

ax a ax
dx









 






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  )D(ملحق 
  متطابقات رياضية عامة

General Mathematical Identities  

 

 

 

 

2

2

2

1

2

1

2

1

2

2 2

2 2

2 2

sin sin sin( )cos( )

sin cos cos( )cos( )

cos cos sin( )sin( )

sin sin cos( ) cos( )

cos cos cos( ) cos( )

sin cos sin( ) sin( )

sin( ) s

   

   

   

 

 

 

     

     

     

 



 

 

     
     
      

   

   

   

 



2 2

in cos cos sin

cos( ) cos cos sin sin

sin cos 1

sin 2 2sin cos

   
     

 
  


 

 




 

2 2 2

2

2

2 3

| |

2 3

cos 2 cos sin 1 2sin

          2cos 1

cos sin ,        1

sin , cos
2 2

( 1)
(1 ) 1 , 1

1! 2!

1 , 1
2! 3!

| |

!

ln(1 ) , 1
2 3

i

i i i i

n

x

n
a

n

e i i

e e e e

i

nx n n x
x x

x x
e x x

a
e

n

x x
x x x



   

   



 

 



 

   

 

   

 
 


     

     



     








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  )E(ملحق 
  جدول التكاملات المستخدمة

Table of Used Integrals  

  .يجب إضافة ثابت التكامل لجميع التكاملات الغير محددة ةفي الجداول التالي

. ( ) ( )

( )

1
cos( ) sin

1
sin( ) cos

dx x

adx ax

a f x dx a f x dx

u v dx udx vdx

udv u dv vdu uv vdu

a d a
a

a d a
a

  

  







  

   



 



 
  
   





 

1

1

1
ln( )

,                1
1

1

1
;         0

ln( )

ln( ) ln( )

ln( ) ;             0

n
n

x x

ax ax

ax ax

x x

dx x dx x
x

x
x dx n

n

e dx e

e dx e
a

b dx b b
a b

x dx x x x

a a dx a a





 

  






 

 

 

 











 

  
nتكامل من النوع  axx e dx  

1
0

2
2 3

0 0 0

!
,         1, 2,3, ,     0

1 1 2
,      ,   

n ax
n

ax ax ax

n
x e dx n a

a

e dx xe dx x e dx
a a a






  
  

  

  



  


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تكامل من النوع 
2n axx e dx 

2

2

2 1
1

0

2
1

0

!
,         1, 2,3, ,     0

2

1.3.5....(2 1)
.        1, 2,3, ,     0

2

n ax
n

n ax
n n

n
x e dx n a

a

n
x e dx n a

a a




 








  


  








 

  

2

2

2

0

3
2

0

5
3

0

1
 

2

1
 

2

1
 

ax

ax

ax

xe dx
a

x e dx
a

x e dx
a






















  

2

2

2

2

4
2

1

2

3

4

ax

ax

ax

e dx
a

x e dx
a a

x e dx
a a


































  

)2تكامل من النوع  ) cosf d    2و( )sinf d    

2

0

2

0

2
2

0

2 2 2

0

2

2

sin(2 )
sin ( )

2 4

sin ( )
2

sin ( )
4

sin ( ) ( 3 2 )
12

sin

x x ax
a d

a

d

d

d

d











 

 

  

   

 




 





  













 

2

0

2

0

2
2

0

2 2 2

0

2

0

sin(2 )
cos ( )

2 4

cos ( )
2

cos ( )
4

cos ( ) (3 2 )
12

2
sin cos ( )

3

x x ax
a d

a

d

d

d

d









 

 

  

   

  

 





 












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)2تكامل من النوع  ) cos ( )f ma d    و( )sin( )f ma d    

0

0

sin( ) sin(3 )
sin( )sin(2 ) ,

2 6

sin( ) sin(3 )
cos( )cos(2 )

2 6

x

x

ax ax
a a d

a a

ax ax
a a d

a a

  

  

 

 




  

   

   
0

0

sin ( 1) sin ( 1)
sin( )sin( ) ,

2 ( 1) 2 ( 1)

sin ( 1) sin ( 1)
cos( ) cos( )

2 ( 1) 2 ( 1)

x

x

m ax m ax
a ma d

a m a m

m ax m ax
a ma d

a m a m

  

  

 
 

 

 
 

 




 

 

تكامل من النوع 
 2 2

0

m

n

x
dx

x a




  

 

 

 

2 22 2
0

2

22 2
0

2

4 52 2
0

1

2

4

32

x
dx

ax a

x
dx

ax a

x
dx

ax a


























   

 

2 2
0

2 32 2
0

4 72 2
0

1

2

1

4

1 5

32

dx
x a a

dx
ax a

dx
ax a




























  

 

2sinتكامل من النوع   nx x dx  
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2
2

3 2
2 2

4 3 2
3 2

sin 2 cos 2
sin  .

4 4 8

1 cos 2
sin  sin 2 .

6 4 8 4

3 3 3
sin  sin 2 cos 2 .

8 4 8 8 16

x x x x
x x dx

x x x x
x x dx x

x x x x
x x dx x x

  

 
    

 
   

       
   







  

  

cosتكامل من النوع   nx x dx  

 
   

2 2

3 2 3

cos  cos cos .

cos  2 cos 2 sin .

cos  3 6 cos 6 sin .

x x dx x x x

x x dx x x x x

x x dx x x x x x

 

  

   




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sinتكامل من النوع   n x dx  

2

3
3

4

5

6

7

sin 2 sin cos
sin  .

2 4 2 2

cos
sin  cos .

3
3 sin 2 sin 4

sin  .
8 4 32
5cos 5cos3 cos5

sin  .
8 48 80

5 15sin 2 3sin 4 sin 6
sin  

16 64 64 192
35cos 7cos3 7cos5

sin  
64 64 320

x x x x x
x dx

x
x dx x

x x x
x dx

x x x
x dx

x x x x
x dx

x x x
x dx

   

 

  

   

   

    












cos7

.
448

x

  

  

sinتكامل من النوع   nx x dx  

 
   
   
   

1

2 2

3 2 3

4 3 4 2

5 4 2 5 3

6

sin  cos cos  .

sin  sin cos .

sin  2 sin 2 cos .

sin  3 6 sin 6 cos .

sin  4 24 sin 12 24 cos .

sin  5 60 120 sin 20 120 cos .

sin

m m mx x dx x x m x x dx

x x dx x x x

x x dx x x x x

x x dx x x x x x

x x dx x x x x x x

x x dx x x x x x x

x x

  

 

  

   

    

     

 






   5 3 6 4 2 6 120 720 sin 30 360 720 cos .dx x x x x x x x x      
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  :التالية بعض التكاملات القياسية المهمة وهناك أيضاً 

sin2 مع ملاحظة أن
i i i i id r d d  r cosqrو = q.r  قيم نهايات التكامل بين تنحصر حيث

 :هالتالي القيم 0, 2  و 0,  و 0,r  .  

1 2 1 2

1 2

1 2 2

1
2 2 2 2

4 2

2 ( ) 2 ( ) 2

5 5
1 2

2 ( ) 2

6 125
12

7 2

4
;

8
;

( )

4

5
,       

8

br i

br i

i
i

b r r b r r

1 2 1 2

b r r

1 2 2 1

i t

e
I d

r b q

I b
I e d

b b q

e
I d e

q

e e
I d d d d

r r b

e
I d d r -

r b

e
I

t













 

 




   

 

 



   

 

 

  

  









 










q r

q r

q r
q r'

r

r

r
| r - r' |

r r r r

r r | r r |

2

2

8 2 2

1br i r

dt e

I e dr
b






 








 




 





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