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 الباب الأول

  ة المؤثراتنظري باستخدام  الخطيالمتذبذب التوافقي

 1

Linear Harmonic Oscillator Using Operator Theory Approach 

 أن الحل يتطلب دووج) دالة هيرميت( المتسلسلات باستخدامالمتذبذب التوافقي الخطي لقد تمت دراسة 

 ى طريقة أخرنا سوف نتعامل مع المسألة باستخداملكننا هو.  بالمعادلات التفاضلية مكثفةةرياضيخبرة 

 الطريقة؟ لأننا نستطيع هولماذا هذ.  وهي طريقة نظرية المؤثرات

 ة الخطيكمية الحركةمن خلالها حساب القيم المميزة والمتوسطة للكميات الفيزيائية مثل المسافة و

رنا سابقاً أننا لا نستطيع  كبيراً حيث أننا أخباًوهذا يعتبر إنجاز. بدون معرفة مسبقة للدالة المميزة

 استخدامحساب القيم المميزة والمتوسطة للكميات الفيزيائية إلا بمعلومية الدالة المميزة ولهذا تم 

  .المعادلات التفاضلية لإيجادها

(Operator theory approach)

 :بالشكلة نا نبدأ بالهملتونيان الخاص بالمتذبذب التوافقي الخطيودع

          
2

2 21
2

ˆˆ ˆ
2
pH m x
m

ω= +            (1.1) 

وقد وجدنا سابقاً أن . وذلك للسهولة فقط بدلاً من  p̂وقد عبرنا عن مؤثر كمية الحركة بالرمز

 :حقق معادلة شرودنجري (1.1) لهملتونيانا
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nn و حيث Eψ فصاعدا سوف الآنومن .  بالترتيب(1.1) لهملتونيانل المميزة  والدوالالقيم هما 

nnللدالة وهو) راجع تعريف البرا والكت بكتابنا الأول(نستخدم تعريف ديراك  ψ≡  حيث خاصيتي

  : تحكمها العلاقةوالالمعايرة و التعامد للد
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 : المؤثرات الجديدةفيعربت  نبدأ أولاً دعونامهمتنالإتمام و. هي دالة كرونكر δحيث 
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 وكمية الحركة x المكانوهما (مؤثرات لكميات قياسية رفت بدلالة  المؤثرات ع هذهلاحظ هنا أن

p  .وهما مترافقان)  الخطية

ˆ ˆ ] ]باستخدام العلاق :واجب منزلي , xة  p i= h

1

  : علاقة التبادل التاليةاثبت ،

      † † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,a a aa a a⎡ ⎤ = − =⎣ ⎦            (1.4) 

 :أناثبت  (1.3) من المعادلة :واجب منزلي

(1.5)                                 
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 : أناثبتبدلالة المؤثرات الجديدة :  مثال

      ( ) ( )† 1
2

ˆ ˆ ˆH a a Nω ω= + = +h h
1
2

ˆ                (1.6) 

  : أننجد  (1.5) ةمن المعادل: الحل
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  : نجد(1.4) و(1.1)تين من المعادل و
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N  مؤثر جديد وهو فيها ظهر التي(1.6) المعادلةسنتوقف هنا قليلاً للتحدث عن  a a≡

(number operator)

N̂

، ويدعي 

  : اص التاليةو الخهل  والذي" المؤثر العددي"

 :اً لأن هيرميتي نظر مؤثر -1

( )†† † †ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆN a a aa.  N= = =

ˆ N̂  :بمعني أن  بعلاقة خطية فهما متلازمان، مرتبط مع Hلأن المؤثر  -2

ˆ ˆ, 0N H⎡ ⎤ =⎣ ⎦. 
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ˆ رنةً امقب و،N̂n لهما نفس الدالة المميزة  يكونو H فأن 2  رقمونتيجةً للخاصية -3

 :نجد أن  (1.6) و(1.2)ين تالمعادل

† ˆˆ ˆ n N n n n= =a a                      
 (1.7) 

                                   

  

nN̂0nإذا كانت الدالة المميزة  :نظرية ≥ n  . فإن  لها القيمة المميزة مؤثر  لل

N̂ بضرب المعادلة: الإثبات n n n=  من اليسار بالمتجةmينتج :  

†ˆ ˆ mnm a a n n m n nδ= =

Norm0n ≥

.  

  .فهو قيمة موجبة وبالتالي فإن ) ( ر هو المعياروحيث أن الطرف الأيس

 

 : أناثبت: واجب منزلي

(1.8)                            ( )† 1
2

ˆ ˆ ˆH a aω= −h

†â$a

                 

 

n لمتذبذب التوافقي الخطي ل على الدالة المميزة  و كل من تأثير دعونا ندرس والآن

$a

 تأثيرب. 

ˆˆ  جديد وهوهنتج لنا متجيسوف   a n .بتأثيرو H  وذلك ( الجديد ينتج التالي همتجالعلى

 ):(1.8)ام المعادلة باستخد

     ( ) ( ){ }(† 1
2

ˆ ˆ ˆ ˆ )ˆH a n aa a nω= −h                (1.9) 

 : نجد(1.9)لمعادلة ليمن   الطرف الأكيفكتوب

      ( ) { }† 1
2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆH a n a a a n a nω= −h hω               (1.10) 
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 :نصل إلي(1.7)   و(1.6)تان وباستخدام المعادل

( ) ( )
( ) ( )

† †1 1
2 2

1 1
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆˆ ˆ ˆ                

H a n a a a n a a a n a n

aN n a n n a n
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        (1.11) 

1عادلة وباسترجاع الم
2

( )nE nω= +hينتج : 

       ( ) ( ) ( )ˆ ˆ nH a n E a nω= − h ˆ        (1.12) 

 : بطريقة مماثلة للخطوات السابقة أثبت أن :واجب منزلي

       ( ) ( )( )†ˆ ˆ nH a n E a nω= + h †ˆ

ˆ

       (1.13) 

  

 !نها معادلة قيم مميزة نجد أ(1.12)المعادلة إلى  أولاً بالنظر تين السابقتين؟معادلماذا نستنتج من ال

âلها الدالة المميزة ولكن  Hللهملتونيان  nnE ) والقيمة المميزة  )ω− h

$a

 المعادلة همعني هذو. 

nnEالأصلية على الدالة المميزة تأثير أن : هو  دالة مميزةنتج لنا أ ، التي لها القيم المميزة 

ˆˆ ي هةجديد a n . هذه الدالة الجديدة جعلت للهملتونيانH يدة وهي جد مميزةًاًقيم ( )nE ω− h

nE( )
 .

ωhاقة ، بمقدار وحدة طمميزة الجديدة للطاقة أقل من القيمة الأصلية وحيث أن القيمة ال

nnihila ator)

(low tor)(ladder operator)

†â

 فإن ،

 أو المؤثر التنازلي  الفناءمؤثر  ى يدعالمؤثر الجديد 

 . سلميلُ ا)لدرجيأ (أو المؤثر 

$a(a tion oper

ering opera

 على الدالة المميزة  نجد أن تأثير (1.13)المعادلة على بتطبيق نفس التحليل السابق   

ˆˆ†  هيةنتج لنا دالة مميزة جديد، أnالأصلية a n .جعلت للهملتونيان هذه الدالة الجديدة Hاً قيم 

)  جديدة وهيمميزةً )nE ω+ h

nE

من القيمة الأصلية على وحيث أن القيمة المميزة الجديدة للطاقة أ. 

)، بمقدار وحدة طاقة  )ωh(creati perator)

(raising operat

   التخليق مؤثرىيدع  فإن المؤثر الجديد ،

  .أو المؤثر التصاعدي 

†âon o

or)
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$a0E

$a

  . للمتذبذب التوافقي الخطي  الأرضيالمستوى لحساب طاقة  استخدم مؤثر الفناء: مثال

وبالتالي .  السابقة أن الطاقة الكلية للمتذبذب التوافقي الخطي كمية موجبة دائماًنعلم من دراستنا: الحل

  فإننا لن نحصل على كمية سالبة ولكن0  الأرضيالمستوىدالة على  إذا استخدمنا مؤثر الفناء 

  :    صفر، وتمثل رياضياً بالمعادلةنحصل على

                 â 0 0=              (1.14) 

Ĥ  0الدالة على   بدراسة تأثير  وذلكطاقة أقل مستويعلى سهل لنا الحصول يوهذا الشرط 

 :   نجد(1.6)واستخدام المعادلة 

( )†

†

1
2

1
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ˆ ˆ ˆ0 0

ˆ ˆ          0 0

H a a

a a

ω

ω ω
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= +
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 الحد ويتبقى للصفر لفإن الحد الأول بالمعادلة السابقة سوف يؤو (1.14) دام المعادلة باستخه أنلاحظ

 :وهو الثاني

        1
2

ˆ 0H ω= h 0            (1.15) 

  : القيمةىساوت  الأرضي للمتذبذب التوافقي الخطيىبالتالي طاقة المستو

            0
1
2

E ω= h                   (1.16) 

سبيل على .  المؤثر التصاعديباستخدام نستطيع أن نحسب القيم المميزة العليا  السابقنتيجة المثالمن 

ˆâ†0الدالة المميزة على  بالتأثير :المثال  للمعادلة امنااستخدبعد  ( ينتجH ثم بالمؤثر  بالمؤثر 

0n :  ةالتالي المعادلة )وضع مع (1.13) =
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3دالة مميزة جديدة ولها القيمة المميزة على ومنها نجد أننا حصلنا 
2

ωh

n

بتكرار العملية السابقة عدد . 

 )(1.2) انظر المعادلة  من المرات نصل إلي القيمة المميزة العامة

    ( )1
2

,               0,1, 2,...nE n nω= + =h                   (1.18) 

الدالة المميزة على  يؤثر  إذا فرضنا أن المؤثر التصاعدي والآن †ânزة ويعطينا المعادلة الممي:  

        †
1ˆ 1na n c n+= +            (1.19) 

1nc     وكيف يحسب؟؟فما هو الثابت  +

1n+  : الضرب القياسي التاليتعامل مع دعونا نcلحساب الثابت 

        
( )( )† †

2*
1 1

1

ˆ ˆ ˆ ˆ

                    ( )( ) 1 1n n n

n aa n n a a n

c c n n c+ + +

=

=

= + +
14243 1=            

 (1.20) 

*حيث استخدمنا 
1ˆ 1nn a c n+= +

† †ˆ ˆ ˆ ˆ 1aa a a= +

  العلاقةباستخدامو. (1.19) وذلك من المعادلة 

 : أن نجد

           
2 † †

1

†

ˆ ˆ ˆ ˆ1

ˆ ˆ         1 1
nc n a a n n a a n n n

n a a n n
+ = + = +

= + = +
    

 (1.21) 

 : أن نجد(1.21) ومن. (1.7)  المعادلةباستخداموذلك تم 

         c nn+ = +1 1               
 (1.22) 

 بالتالىو 
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       †ˆ 1 1a n n n= + +           (1.23) 

†3ˆ aب  لحسا(1.23)المعادلة استخدم :مثال n. 

  : ثلاث مرات متتالية ينتج(1.23) المعادلة مااستخد ب:الحل

( ) ( )
( )

( )

 8

† † † † †

† †

†

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 1 1

ˆ ˆ                   1 1

ˆ                   1 2 2
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,توسطة القيمة الماستخدم تعريف:مثال
ˆ ˆ| |m nA m A n=†â  .للمؤثر يف المصفو التمثييللكتابة 

  :ينتج m من الجهه اليسرى بالمتجة (1.23) المعادلة ضرب ب:الحل

† †
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, 1

ˆ ˆ| | 1 | 1
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                1 1

0       for    1

m n

m n

m a n a n m n

m n
n n

m n
δ +

≡ = + +

= +⎧
= + = + ×⎨ ≠ +⎩

†ˆ

  

( )†â التمثيل المصفوفي للمؤثرنجدو :حيث a ويعطي بالشكل 
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 ويعطينا المعادلة nالدالة المميزة على  يؤثر  أن المؤثر التنازلي فترضناإإذا : واجب منزلي

 : المميزة الأتية

           1ˆ 1na n c n−= −            (1.24) 

1nc أن بتاث n− =.  

  لحساب(1.24)المعادلة استخدم :مثال
3â n. 

  : ثلاث مرات متتالية ينتج(1.24) المعادلة مااستخد ب:الحل

( ) ( ) ( )
( )

ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ1 1

ˆ              1 2

              1 2 3

aa a n aa n n n a a n

n n a n

n n n n

= − =

= − −

= − − −

0n >

−

  

  . وجوب الشرطمع 

  

 لحساب (1.24)  و(1.23)المعادلتين استخدم :مثال
†ˆ ˆm aa n. 
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  : نبدأ أولاً بحساب:الحل

( )†ˆ ˆ ˆ1 1 1 1a a n n a n n n n= + + = + +  

  : نجدmوبضرب المعادلة من اليسار بالمتجة 

( ) ( ) ( )†
,

1       for    
ˆ ˆ 1 1 1

0       for    m n

m n
m aa n n m n n n

m m
δ

=⎧
= + = + = + ×⎨ ≠⎩

  

   لإثبات أن (1.24) و (1.23)المعادلتين استخدم :واجب منزلي

† 1       for    
ˆ ˆ

0       for    
m n

m a a n n
m m
=⎧

= ×⎨ ≠⎩
.  

  : الحقائق التاليةبابلقد وجدنا في هذا ال:  الباب الأولملخص

   .(1.18)أوجدنا الطاقة الكمية للمتذبذب التوافقي الخطي بالمعادلة -1

    دالة الطاقة المميزة بالمعادلتينعلى يؤثر المؤثر التصاعدي والتنازلي أوجدنا كيف  -2

مثل ( لحساب القيم المتوسطة للكميات الفيزيائية تان مهمان المعادلتهاتان. (1.24) و(1.23)

 ).لخإالمسافة وكمية الحركة الزاوية 

  المميزةالصيغة العامة للدالة) أو معرفة(إلى تم التعامل مع جميع الحسابات بدون اللجوء  -3

 . وهذا هو المهم بهذا الموضوع

 10



© Drs. I. Nasser and Afaf Abdel-Hady 

  أمثلة محلولة

  :الآتية المعادلات استخدم -1

, 1

, 1

† †ˆ ˆ1 1 | 1

ˆ ˆ1      | 1 ;
n m

n m

a m m m n a m m n m

a m m m n a m m n m

δ

δ

+

−

= + + ⇒ = + +

= − ⇒ = −

14
1 ;

243

14243

  

)† العلاقة    و )
2

x a a
mω

= +
h

  : الحسابات التالية صحةللتأكد من، 

 11

 

†

, 1 , 1

2

2

ˆ| | | | | |

             1 l n l n

m

m

l x n l a n l a n

n n

ω

ω δ δ+ −

⎡ ⎤= +⎣ ⎦

⎡ ⎤= + +⎣ ⎦

h

h
   

    :ومنه تحقق من أن          

         
2

1       for   1

ˆ| |             for   1
0              otherwise

m

n l

l x n n l n
ω

⎧ n+ = +
⎪⎪= × =⎨
⎪
⎪⎩

h
−  

    و          

( ) { }22 † †2 2 † †

† † † †

, 2 , , 2

2 2

2

2

ˆ ˆ ˆ ˆ| | |

              | | | | | | | |

              ( 1)( 2) (2 1) ( 1)l n l n l n

m m

m

m

l x n a a l a a aa a a n

l a a n l a a n l aa n l aa n

n n n n n

ω ω

ω

ˆ ˆ ˆ

ω
δ δ+ −

= + = + + +

⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦

⎡ ⎤= + + + + + −⎣ ⎦

hh

h

h δ
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   : ومنه تحقق من أن         

2

2

( 1)( 2)       for   2
(2 1)            for  

ˆ| |
  ( 1)            for   2

    0                 otherwise

m

n n l n
n l

l x n
n n l nω

⎧

 12

n
+ + =

⎪
+ =⎪= ×⎨

+

− = −⎪
⎪
⎩

h
 

 

,عريف استخدم الت -2
ˆ ˆ| |n nA n A n=. القيم  لحساب كل من : x̂ ،2x̂ ،p̂2 وp̂

  :نجد أن )(1.4)وأيضاً المعادلة  (سابق بالمثال التباستخدام المعادلا: الحل   

  ˆ 0;x =                                                                                             

( ) { }
{ } { }
{ } ( )

( )

22 † †2 2 †

† † †

1
2

2 2

2 2

2 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ |

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ       | | 2 1

ˆ       | 2 1 2 1

       

m m

m m

m m

m

†x a a n a a aa a a n

n aa a a n n aa n

n N n n

n

ω ω

ω ω

ω ω

ω

= + = + + +

= + = +

= + = +

= +

hh

h h

h h

h

  

 :وبالمثل

  ˆ 0;p =                                                                                         

( ) { }
{ } { }
( )

22 † †2 2 †

1† †
2

1
2

2 2

22 2

ˆ ˆ|

ˆˆ ˆ ˆ ˆ      | |

      

m m

m m

†ˆ ˆ ˆ ˆ ˆp a a n a a aa a a n

n aa a a n n N n

m n

ω ω

ω ω

ω

× ×

= − − = − + − −

= + = +

= +

h h

h h

h
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,ف استخدم التعري -3
ˆ ˆ ˆ( ) | |m nA A m A n= =

† †ˆ ˆ ˆ ˆa a−

   لكتابة المصفوفات التي تمثل كل من

ˆ†aa. â، ، : التاليةمؤثراتال ˆaa †ˆ ˆa a، 

 :الحل

( ) ( )

0 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 00 0 2 0 †

;     ;0 0 2 00 0 0 3
0 0 0 30 0 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0
0 2 0 0 0 1 0 0

† † †
;0 0 3 0 0 0 1 0

0 0 0 4 0 0 0 1

ˆ ˆ ˆ  ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

a a a

aa aa a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝

= =

= − =

L L

LL

LL
LL

M M M M MM M M M M

L L

L L

L L

L L

M M M M M M M M M M

⎞
⎟
⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎠

$a0

 

 . للمتذبذب التوافقي الخطيψ الأرضي المستوى لحساب دالة استخدم مؤثر الفناء  -4

  : علمنا سابقاً أن: الحل     

  0ˆ 0a ψ =

)ستخدام اوب     )1ˆ ˆ ˆa m x ip
m

ω
ω

= +
h2

ˆحيث   i
x

p ∂
∂

= − h نجد السابقةلمعادلةبا : 

( )
( )

( ) ( ) 0   

      ( ) 0

o

o

di i dx
d
dx

m x x

m x x

ω ψ

ω ψ

− + =

+ =

h

h
  

  :رتيبات نجدتومع بعض ال    

 13
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( )

( )

                        

                        

o
o

o

o

d x
dx

md x

m x

xdx
ψ

ψ

ωψ

ω ψ= −

= −

h

h

  

 :وبإجراء التكامل لكلا الطرفين، نجد

2

2
( )  ,o

mxx Ne ωα αψ − ==
h

N( ) 1

  

2 mN ω
π=
h 2 يرةعامشرط ال من . هو ثابت التكامل حيث

o x dxψ
∞

−∞

 وقد .  نجد أن∫=

التكامل القياسي  استخدمنا
2axe dx

a
π∞

−∞

− =∫.  

 

 :إثبت أن -5

†ˆ( ) 0
!

nan
n

=  

ˆ†لاقة م العاخدتاسب: الحل       نجد أن  1 1a n n n= + +

† † †ˆ ˆ ˆ0 1 1 ; 1 2 2 ; 2 3a a a= = 3=  

  :فإنبالتالي     

( ) ( )2 3† †1 1 1ˆ ˆ3 2 1
3 3 2 3 2 1

a a= = =
× × ×

†ˆ 0a  

:   العلاقةحكمهاولهذا فإن الحالة العامة ت
†ˆ( ) 0

!

nan
n

=.  
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  تمارين عامة

ˆريف استخدم التع -1 ˆ| |A n A n=

0

 ت أنباث  لإ

  0  â    x̂

0  0    p̂†â  

( )1
2nωm +h  2x̂ 1n+  †ˆ ˆaa

( )1
2m nω + n   2p̂†ˆ ˆa a h 

 

2ب القيم حسا -2 2ˆ ˆp p p̂∆ = < > − و > >2 2ˆ ˆ ˆx x x∆ = < > − < أن  واثبت <
1
2

ˆ ˆ ( )x p n∆ ∆ = + h. 

    :اثبت العلاقات التالية -3

( ) [ ]† † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ; , ; ,
2

H a a aa a H a a H

 15

†aω ω ω⎡ ⎤= + = = −⎣ ⎦
h

h h

ˆ

  

 . للمتذبذب التوافقي الخطي1 المستوى لحساب دالة aاستخدم مؤثر الفناء  -4

 

 للإحداثيات اعتبر الهملتونيان للمتذبذب التوافقي الخطي باتجاهي المحور السيني والصادي -5

  : يعطي بالشكلالكرتيزية
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2 2 2 2(2
1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ),

2 x y
k 2H p p x y k m

m
ω= + + + =  

  إثبت أن

( )† †

† †

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ          1 ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ         ( )

ˆ ˆ, 0

x x y y

z y x x y x

z

H a a a a

L xp yp i a a a a

L H

ω= + +

= − = −

⎡ ⎤ =⎣ ⎦

h

h y 

  حيث

 ( ) ( )† †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,                
2 2

ˆx xx x y yx y
m mp i a a p i a aω ω

= − = −
h h

[

.  

  : التاليةاستخدم علاقات التبادل: ملحوظة

] [ ]
† † † †

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

y x x y

x y x y x y x y

x y x p y p p p

a a a a a a a a

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ = = = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0,

0.
 

  بالمسألة السابقةباستخدام الهملتونيان -6

( )† †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 1x x y yH a a a a ω= + + h 

  والدالة

1, 1,0
2x yn n ,  0,1⎡ ⎤= +⎣ ⎦

 اثبت أن

1ˆ, , 1,0 0,1
2x y x yn n H n n 2 ω⎡ ⎤= + =⎣ ⎦ h 
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 اثبت أن -7

 17

          
3/ 2

3

2

( 1)( 2)( 3)       for  3

    3( 1) 1             for  1
ˆ| |              3                 for  1

    ( 1)( 2)           for  3
                  0             

m

n n n l n

n n l n
l x n n n l n

n n n l n
ω

+ + + = +

+ + =
⎛ ⎞= ×

+

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

− − =

h

       otherwise

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

−

  

  و    

 
2 2

4

2

 ( 1)( 2)( 3)( 4)    for  4

 (4 6) ( 1)( 2)            for  2
          6 6 3                     for  

ˆ| |
     (4 2) ( 1)                for  2

  ( 1)( 2)( 3

m

n n n n l n

n n n l n
n n l n

l x n
n n n l n

n n n n

ω

+ + + + = +

+ + + =

+ + =⎛ ⎞= ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

+

− − =

− − −

h

−

)            for  4
                       0                      otherwise

l n

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪

= −⎪
⎪⎩

  

  

  


