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    The Assignment Problem  مسألة التعيين ٣-٦

 من الوظائف، n من العمال على nندرس  هنا مسألة  تحدید امثل تعيين لـ 
آذلك فإن آل . cij فإن التكلفة هي j  الوظيفة iعلما بأنه إذا أعطى العامل 

عامل یجب أن تحدد له وظيفة واحدة فقط، ولكل وظيفة یجب أن یحدد لها عامل 
  .واحد فقط

xijوبالتالي  فإن  الحل  =   سيكون  من نصيبه الوظيفة i  یعني  أن  العامل 1
jو xik = k  لكل 0 j≠  وآذلك  xlj = l  لكل  0 i≠  .  من  ذلك  یتضح  أن

  الشرط

x i nij
j

n

= =
=
∑ 1 1

1

, , ,"  

  وآذلك الشرط.   سيأخذ وظيفة واحدة فقطiیعني أن العامل 
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x j nij
i

n

= =
=
∑ 1 1

1

, , ,"  

  .  ستكون من نصيب عامل  واحد فقطjیعني أن الوظيفة 
من الواضح أن  الهدف هو تحدید افصل تعيين بحيث  تكون التكلفة الأجمالية 

  .  أقل مایمكن
  :بشكل عام یمكن آتابته مشكلة التعيين هذه بالشكل الریاضي التالي

  

                              
i

n

ij ij
j

n

c x
= =
∑ ∑

1 1

 min        

s. t.                                      

   
i n

j n

=

=

1

1

, ,

, ,

"

"
           

x

x

ij
j

n

ij
i

n

=

=

∑

∑

=

=

1

1

1

1
  

i j n, , ,= 1"              xij = 0 1,  
  

  :والتي یمكن اعادة آتابتها على الشكل
  

         f ( )x c x= T     min   
                                 s. t.   

Ax 1
x 0

=
≥

  

یتضح   لنا من هذا الشكل أن مشكلة التوظيف ما هي إلا حالة خاصة من مسألة 
mالنقل العامة حيث  n= وحيث ai = bj و 1 =   .i لجميع 1

  

  ١-٣-٦نظریة 
 لأي حل مسموح به لمسألة التعيين ستكون  مساویة xijإن  جميع المتغيرات  

  .إما صفر أو واحد
  

  البرهان
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 هي نفس مصفوفة المعاملات لمشكلة النقل واعتمادا Aنظرا لأن  المصفوفة 
انظر خواص (ل ستكون مصفوفة مثلثية على أن أي أساس لمصفوفة النق

ونظرا لأن الطرف الأیمن أعداد صحيحه لذا فإن ) ١-٢-٦مصفوفة النقل فصل 
من . آل المتغيرات الأساسية في أي حل أساسي ستكون أعداداً  صحيحه

الواضح أن أي متغير لن یزید عن الواحد وفقاً لقيود المسألة، لذا فإن أي متغير 
  . سيأخذ إما القيمة صفر أو القيمة واحد

  
  

مصفوفة  الأساس سيحوي ) أعمدة(من صفوف  ) أو عمود(بما  أن  أي صف 
على الأآثر على  عنصر  واحد  فقط غير  صفري  لذا  فانه  سيكون  هناك  

وحيث  انه .    من المتغيرات  الأساسية  تأخذ  القيمة  واحدnعلى  الأآثر 
   سيحوي  على Non degenerateكلة النقل العامة فإن أي حل  منتظم  بالنسبة  لمش

2 1n n من المتغيرات الموجبة، فإن أي حل  لمشكلة  التعيي ن سيحوي  − − 1  
أي أن هذه المسألة  تعتبر  مسألة  سيئة  . من  المتغيرات  ذات  القيمة صفر

بالتالي  فإن   تطبيق خوارزمية  النقل  عليها  لن  .   Highly degenerateالانتظام  
ولابد  من اللجوء   إلى طرائق اآثر فعالية، وبالفعل  فلقد قام  .  یكون عمليا

ریاضيان  من  هنغاریا  بوصف  خوارزمية ذات فعالية عالية لحل هذه المسألة،  
  فيما  بعد إلى الطریقة وقد  عرفت  بالخوارزمية  الهنغاریة  والتي  عممت

  لمسائل البرمجة  Primal-Dual methodالمقابلة  -المعروفة باسم طریقة  الأصلية
  .الخطية بشكلها  العام

. قبل  البدء  بدراسة هذه الخوارزمية فإننا سنبدأ بدراسة بعض الأمور الرئيسية
  .التي تمهد الطریق لتلك الخوارزمية

  

   Duality of Assignment Problem ثنائية مسألة التعيين ١-٣-٦
  ثنائية هوالشكل العام لل

max             u vi
i

n

j
j

n

= =
∑ ∑+

1 1

                       

                                                               s. t.     
u v c i j ni j ij+ ≤ =, , , ,1 2 …  

                         u vi j,غير مقيدة      
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   نحصل علىComplementary Slackness Weakوباستخدام نظریة الـ 
   

( )c u v x i j nij i j ij− − = =0 1 2, , , ,…  
  

بالتالي فإذا  استطعنا  إیجاد مجموعه من الحلول المسموح بها  
u s v s x s' , ' &  Complementary Slackness والتي تحقق شروط نظریة الـ '

  .فإن هذه المجموعة ستكون مجموعة حلول مثلى
  ٢-٣-٦تعریف 

   بـ  Reduced matrix  نعرف المصفوفة المختزلة 
�c c u vij ij i j= − −  

  

أي  هي  تلك المصفوفة التي نحصل عليها بطرح من آل صف اصغر عنصر 
في ذلك الصف ثم نطرح من آل عمود من أعمدة المصفوفة الناتجة اقل  عنصر 

  .في ذلك العمود
  ٣-٣-٦مثال  

  باعتبار المصفوفة
Row  min    
2
0
1

2
−

 

3 2 5 4
0 1 2 3
4 1 1 3
2 5 3 4

−
 

  
  :المصفوفة الناتجة بعد طرح القيمة الصغرى من آل صف هي

  

1 0 3 2
0 1 2 3
5 2 0 4
0 3 1 2

 
  

0 0 0 2 Column  min  
  

  :بالتالي فإن المصفوفة المختزلة هي
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1 0 3 0
0 1 2 1
5 2 0 2
0 3 1 0

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥

= �cij  

  
  ٤-٣-٦نظریة 

إن اآبر عدد من الخلایا الصفریة المستقلة في المصفوفة المختزلة یساوي اقل 
  .عدد ممكن من الخطوط التي تغطي جميع أصفار المصفوفة المختزلة

  .بعد هذه المقدمة الموجزة نقدم الآن شرحا للخوارزمية الهنغاریة
  

   Hungarian Algorithm الخوارزمية الهنغاریة  ٥-٣-٦خوارزمية 
، حيث نبدأ هذه Primal-Dualالمقابلة -تعتبر هذه الطریقة التمهيد  لطریقة  الأصلية

  :الخوارزمية بالمرحلة البدائية الآتية
} نضع cijمن مصفوفة معاملات التكلفة :  أولا }u j ci ij= min لكل صف i.  

vثم نضع  : ثانيا c uj i ij i= −min( وبهذا نكون قد ضمنا بأن j لكل عمود (
c u vij i j=    ستكون   محققه   على   الأقل   مرة   واحدة   لكل   صف  +
  .ولكل عمود

�cنحصل  على المصفوفة المختزلة : ثالثا c v uij ij j i= −  ثم ننتقل إلى −
  :      ة التاليةالخطوات الرئيسي

ارسم  اقل  عدد  ممكن  من  الخطوط خلال صفوف وأعمدة المصفوفة  •
 فإن nإذا آان عدد الخطوط مساویا . المختزلة لتغطي جميع أصفارها

  .الحل أمثلي، وإلا أنتقل إلى الخطوة الثانية
اطرح هذه القيمة من آل عنصر من العناصر . اختر اقل قيمة غير مغطاة •

خط (وأضف   هذا العنصر إلى آل عنصر مغطى  بخطين . غير المغطاة
  .ثم عد إلى الخطوة السابقة) من العمود وخط من الصف

  

  ٥-٣-٦مثال 
  :اعتبر مصفوفة التكلفة التالية
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Row  min    
1
1
2

1
1

−
− 

2 3 5 1 4
1 1 3 6 2
2 4 3 5 0

1 3 4 1 4
7 1 2 1 2

−
−  

  

  :غرى من آل صف هيالمصفوفة الناتجة بعد طرح القيمة الص
  

1 2 4 0 3
0 2 4 7 3
0 6 5 7 2
0 2 3 0 3
6 0 1 0 1

  

  

0 0 1 0 1  Column  min  
  

  :بالتالي فإن المصفوفة المختزلة هي
  

1 2 3 0 2
0 2 3 7 2
0 6 4 7 1
0 2 2 0 2
6 0 0 0 0  

  

n أي  أن  عدد  الخطوط  هي  ثلاثة   والتي  لا تساوي  = الآن اقل قيمة .   5
نطرحها   من جميع القيم غير المغطاة ونضيفها إلى جميع . 1غير مغطاة هي 

  العناصر المغطاة بخطين فنحصل على
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1 1 2 0 1
0 1 2 7 1
0 5 3 7 0
0 1 1 0 1
7 0 0 1 0  

  

اقل قيمة غير :  نكرر. عدد الخطوط هو أربعة، وهذا أیضا لا یساوي خمسة
نطرحها  من جميع القيم غير المغطاة ونضيفها إلى جميع . 1مغطاة هي 

  ن هذا نحصل علىالعناصر المغطاة بخطين م
1 0 1 0 1
0 0 1 7 1
0 4 2 7 0
0 0 0 0 1
8 0 0 2 0  
  عدد الخطوط هو خمسة، لذا فإن الحل الأمثل هو

x x x x x12 21 35 44 53 1= = = = =  
  .وجميع المتغيرات الأخرى هي أصفارا

  
Network تحليل الشبكات ٤-٦ Analysis  
 Introduction مقدمة ١-٤-٦

 محطة (6)  في الشكل أدناه بئر بترول، بينما یمثل الرأس (1)یمثل  الرأس 
آذلك تمثل . الرؤوس المتبقية تمثل محطات  لتقویة ضخ البترول. تكریر

الأضلاع الواصلة بين الرؤوس المختلفة أنابيب یمكن استخدامها لنقل البترول 
من البئر إلى محطة التكریر، بينما تدل الأعداد المعطاة على الأضلاع على 

  .السعه القصوى لكل أنبوب
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4
21

2 3

6

4 بئر بترول  5

محطة تكرير 
3

5

2

2

4

  
  ١-٤-٦الشكل 

  
السؤال الآن،  ما هي أآبر آمية  من  البترول  الخام یمكن نقلها  عبر شبكة 

  الأنابيب هذه؟
قبل البدء في دراسة مثل هذا السؤال نقدم فيما یلي بعض التعاریف والمبادئ 

  .الأولية
  

  Network الشبكة  ١-٤-٦تعریف 
Nبافتراض    أن  V E= ( ,    V  هو   راسم  موجّه متصل  بسيط، حيث (

فأننا  .   Edges  مجموعة  اضلاعه   E  وVerticesمجموعة رؤوس الراسم   
ه       هي  شبكN هي شبكه  نقل  أو  للسهولة   نقول   بأن  Nنقول  بأن  

Networkإذا   تحققت   الشروط الآتية    :  
   ذو درجه داخله    Vیوجد عنصر واحد فقط من عناصر المجموعة  •

Indegreeنسمي هذا الرأس بالمنبع    .   مساویه للصفرSource وعادة  
  . (1)سيعطى الرقم 

  ذو  درجه خارجه Vیوجد عنصر واحد فقط من عناصر المجموعة  •
Out degreeنسمي هذا الرأس المصب  .     مساویه للصفرSink وعادة  

)سيعطى الرقم  )n حيث   nعدد عناصر المجموعة V.  
ه الأعداد الحقيقية غير   إلى مجموعEتوجد داله  من المجموعة   •

)السالبة تحدد لكل ضلع   , )i j عدداً   حقيقياً  غير سالب cij  یسمى  
  .  ذلك الضلعCapacityبسعة  

   

  ٢-٤-٦مثال 



  الخاصةحل بعض البرامج الخطية 

 

١٩٥

  

   ودالتها(6)  ومصبها الرأس (1)  یمثل شبكة منبعها الرأس ١-٤-٦الشكل 
C E: → ℜ+  

  :والمعرف بالجدول التالي
  

(5,6)  (4,5)  (4,3)  (1,4)  (3,6)  (2,3)  (1,2)  ( , )i j 
4  2  2  5  4  2  3  cij  

  

  Flow  التدفق ٣-٤-٦تعریف 
Nإذا آانت V E= ( , ) داله تعين لكل عنصر x  شبكه، وآانت ( , )i j E∈  

  :، فإن هذه الدالة تسمى تدفقا إذا حققت الشروط الآتيةxijعددا حقيقيا غير سالب 
)لكل  • , )i j E∈فإن   :  

x cij ij≤  
  :لكل رأس غير المنبع والمصب فإن •

x x j nij
i

n

ji
i

n

= =
∑ ∑= = −

1 1

2 3 1, , ,…  

  وذلك بعد تعریف 
x i j Eij = ∀ ∉0 ( , )  

  

  :ملاحظات
) بالتدفق عبر الضلع xijتسمى  • , )i j.  

jلأي رأس  • V∈ فإن xij
i

n

=
∑

1

، بينما j یسمى بالتدفق الداخل للرأس 

xیسمى  ji
i

n

=
∑

1

  . بالتدفق  الخارج

  أعلاه یعني أن ٣-٤-٦تخدام هذه المسميات فإن الشرط الثاني في التعریف  باس
إن هذه . التدفق الداخل لأي رأس یكون مساویا للتدفق الخارج من ذلك الرأس

  . الخاصة تعرف بقانون حفظ الطاقة
  

  ٤-٤-٦مثال  
  المعرفة   بالجدول  الآتي  تعرف  تدفقا للشبكة الموضحة  في الشكل xالدالة  

  : السابق١-٤-٦
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(5,6)  (3,6)  (4,5)  (4,3)  (1,4)  (2,3)  (1,2)  ( , )i j 
2  3  2  1  3  2  2  xij  

  

x14  یساوي  4فعلى سبيل المثال التدفق الداخل للرأس    وهذا یساوي =3
  ذي هو  وال4التدفق الخارج من الرأس  

x x43 45 1 2 3+ = + =               
  الآن التدفق الخارج من المنبع یساوي

x x12 14 2 3 5+ = + =               
  أما التدفق الداخل إلى المصب فهو

x x36 56 3 2 5+ = + =   
  

. من هنا  نلاحظ أن التدفق الخارج من المنبع یساوي التدفق الداخل إلى المصب
إن هذه الملاحظة لا تقتصر على هذا المثال بل هي عامه آما سنبرهن ذلك في 

  :النظریة التالية
  

  ٥-٤-٦نظریة 
N داله تعرف تدفقاً عبر الشبكة  x إذا آانت V E= ( ,  فإن قيمة التدفق الخارج (

  من المنبع یساوي قيمة التدفق الداخل إلى المصب، أي أن

x xi
i

n

in
i

n

1
1 1= =
∑ ∑=  

   البرهان
   بما أن

x xij
i j E

ij
i Vj V( , )

( )
∈ ∈∈
∑ ∑∑=  

  وآذلك 
x xij

i j E
ji

i Vj V( , )

( )
∈ ∈∈
∑ ∑∑=  

  لذا فإن 
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{ }

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )
,

x x

x x

x x x x

x x

ij
i Vj V

ji
i Vj V

ij ji
i Vi Vj V

in ni
i Vi V

i i
i Vi V

ij ji
i Vi Vj V n

∈∈ ∈∈

∈∈∈

∈∈ ∈∈

∈∈∈ −

∑∑ ∑∑

∑∑∑

∑∑ ∑∑

∑∑∑

=

⇒ − =

⇒ − + −

+ − =

0

0

1 1

1

  

xiحيث أنه لا یوجد تدفق داخل إلى المنبع فإن 
i V

1 0
∈
∑ xni، آذلك =

i V∈
∑ = 0 

  وذلك لعدم وجود تدفق خارج من المصب آذلك فإن
x xij ji

i Vi V

− =
∈∈
∑∑ 0  

}لكل  }j V n∈ − بتعویض هذه القيم في .  وذلك باستخدام قانون حفظ الطاقة,1
  :العلاقة السابقة نحصل على

x xi
i

n

in
i

n

1
1 1= =
∑ ∑=                  

أي أن مجموع قيم التدفق الخارج من المنبع تساوي مجموع قيم التدفق الداخل 
  .إلى المصب

  
  

  ٦-٤-٦تعریف 
N دالة تعرف تدفقاً في الشبكة x إذا آانت  V E= ( ,   فإن القيمة(

z x xi
i

n

in
i

n

= =
= =
∑ ∑1

1 1

   

   .xتسمى بقيمة التدفق
  
   الصيغة الریاضية لمسألة التدفق الأعظم٢-٤-٦

 Mathematical Model for Maximal Flow Problem  
  : إن مسألة التدفق الأعظم یمكن صياغتها بالشكل الریاضي الآتي
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                                                z x xi
i

n

in
i

n

= =
= =
∑ ∑1

1 1

    max 

                                                                                s. t.  
x x k n

x c i j n

ik
i

n

kj
i

n

ij ij

= =
∑ ∑− = = −

≤ ≤ =
1 1

0 2 3 1

0 1 2

, , ,

, , , , .

…

…
  

  
وهذه مسألة من  مسائل  البرمجة  الخطية  والتي  یمكن  حلها  باستخدام  إحدى 

إلا انه  نظراً  للتكوین  .   الطرائق العامة  المعروفة  آطریقة السمبلكس مثلا
الخاص لهذه المسألة ونظراً لأهميتها  العملية  فهناك  طرائق  خاصة  بها  ذات 

لهذا  فإننا  سندرس  خوارزمية  .  آفایة   أعلى  من آفایة الخوارزميات العامة
  .خاصة  بهذه  المسألة  تأخذ في الأعتبار الشكل الخاص بها

  
   خوارزمية حساب التدفق الأعظمي٣-٤-٦

 Maximal flow algorithm  
الخوارزمية التي سنتعرض لشرحها هنا ذات طبيعة تكراریة بمعنى أننا نبدأ 

xعادة نبدأ بالتدفق الصفري ، أي نضع ( بتدفق ما   i j nij = =0 1, , ثم ) …,
ل زیادة التدفق إلى أن نصل إلى مرحله لا نستطيع بعدها زیادة قيمة التدفق نحاو

  . الأعظمي
إن  المرحلة  الرئيسية في هذه الخوارزمية هي مرحله زیادة قيمة التدفق والتي 

إن  المسار ومفهومه یلعب دورا . تتطلب إیجاد مسار من المنبع إلى المصب
  .رئيسيا هنا لذا فإننا نقدم فيما یلي بعض المفاهيم والمصطلحات الهامة

  
   Maximal Flow Uniqueness    عدم وحدانية التدفق الأعظم٤-٤-٦

  ٧-٤-٦نظریة 
  .قيمة التدفق الأعظمي ليس وحيدا

  

  ٨-٤-٦ثال م
  :٢-٤-٦باعتبار الشبكة الموضحة بالشكل  
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  ٢-٤-٦الشكل 

  
لهذه الشبكة . تدل على سعة آل ضلعحيث   الأعداد  الموضوعة على الأضلاع 

والتي  یمكن  الحصول عليها  12 سنوضح فيما بعد أن قيمة التدفق الأعظمي هي 
  :٣-٤-٦ الموضح بالشكل  xijبالتدفق 
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  ٣-٤-٦الشكل 

  
  :٤-٤-٦ الموضح بالشكل  yijأو بالتدفق 
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  ٤-٤-٦الشكل 

  
  .المثال أعلاه یوضح النظریة السابقة

  
      Paths in Networks  المسارات وأنواعها في الشبكات٥-٤-٦



  الأسس الریاضية للبرمجة الخطية
  

 

٢٠٠

  

Nباعتبار  الشبكة  V E= ( , ،  عند  حذف  الاتجاهات الموجودة على أضلاع  (
تعرض  لدراستها  المسارات   التي  سن.  الشبكة نحصل  على  راسم  غير موجه

Nهنا  هي  مسارات على  الراسم   غير  الموجه  المرتبط  بالشبكة  V E= ( , ) 
Pبافتراض أن  n= ( , , , )1 2 K عبارة عن مسار من المنبع إلى المصب، فأننا 

  . نميز بين النوعين الآتيين من أضلاع ذلك المسار
  

  ٩-٤-٦تعریف 
)إذا آان  , )i j هو أحد أضلاع المسار P وآان اتجاه هذا الضلع من i إلى  j  

)فإننا نقول بأن الضلع  , )i j هو ضلع أمامي Forward أما إذا آان اتجاه هذا  
      Reverse or Backward. فأننا نسميه ضلع عكسي i  إلى jالضلع من 

  

  ١٠-٤-٦ثال م
  :٥-٤-٦في الشكل 
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  ٥-٤-٦الشكل 

  
Pلمسار ا = 1 1 2 2 2 4 4 4 6 6( , ) ( , ) ( ,   جميع أضلاعه أمامية بينما في المسار(

P = 1 1 2 2 2 3 3 3 5 6 6( , ) ( , ) ( , )5(5,  عكسي وباقي أضلاعه (2,3) فأن  الضلع (
  . أمامية

  
   ١١-٤-٦ظریة ن

N مسارا  من منبع  إلى مصب الشبكة Pإذا آان  V E= ( ,  وآانت الشروط (
  : الآتية محققه

  

  Pلكل ضلع  أمامي في المسار •
c xij ij>  
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  Pلكل ضلع عكسي في المسار •
xij > 0   

  وبوضع 
  

  
(6.3.5)  

ضلع 
  أمامي

  
ضلع 
  خلفي

ω =
−⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

min
min | | ( , )

min | | ( , )

c x i j

x i j

ij ij

ij

   if

     if
  

  

  بتعریفو
  

x
x
x
x

ij
*

ij

ij

ij

=
∉

+ ∈
− ∈

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

( , )
( , )
( , )

i j
i j
i j

Σ
Φ
Π

ω
ω

  

  حيث
P{ Σأضلاع المسار{  =  

Φ }الأماميةPأضلاع المسار{ =  
  و

ΠالعكسيةPأضلاع المسار{ ={  
  

  .ωبالمقدار x یعرف تدفقا ذا قيمه تزید عن قيمة التدفق*x إن ف


