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  الثالث بابال
   

     طريقة تابع المسار 
Path Following Method  
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١.٣Introduction 
 אא،אאאאא

אKאא
א،אאא

אKאא
אאאא



אאא 

 

٤٢
אאKאאאא
،א( ) 0x,w, y,z >،א
W 

 

١ J µFא?א?
אKE 

٢ J אא( )x w y z∆ ∆ ∆ ∆, , ,
א( , , , )x w y zµ µ µ µאאK 

٣ J אθ،אאW 
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K 
٤ J ( )x,w, y,zא(x,w,y,z)� � � �K 

 

אא،א
אKאא،אא

אKאאאK 

 
٢.٣אא 

 Estimating an Appropriate Value for the Barrier Parameter 
אאµKאµ

،אאאאµ،אא
אאאאanalytic center א



א 

 

٤٣
אא،אKאאµ

אאא،אא
אא،אאא
אKאא

אKאאאא
אµ

K 
א( , , , )x w y zא

א،אא
אµKאj jz x

jKi iy wiK
אאאW 

 

T Tz x y w
n m

µ +=
+

 
 

אµ،( , , , )x w y z
אאKאאא

µאא( , , , )x w y z
אאKאאµא

אאאאKאאא
K 
 
 

T Tz x y w
n m

µ δ +=
+

 



אאא 

 

٤٤
δא،אאאδ

1/10אKאא
K 

 

٣.٣אא  Calculating  Step Directions   
( , , , )x w y z∆ ∆ ∆ ∆אא

( , , , )x x w w y y z z+ ∆ + ∆ + ∆ + ∆אאא
אא( , , , )x w y zµ µ µ µKאאא

אאW 

T

Ax+w= b
A y - z = c
XZe e
YWe e

µ
µ

=
=

 

אא( , , , )x x w w y y z z+ ∆ + ∆ + ∆ + ∆،א
אאµ،

אאW 
( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( )( )

T

A x x w w b
A x y z z c
X X Z Z e e
Y Y W W e e

µ
µ

+ ∆ + + ∆ =
+ ∆ − + ∆ =

+ ∆ + ∆ =
+ ∆ + ∆ =

 

( , , , )x w y z( , , , )x w y z∆ ∆ ∆ ∆
،אאא

אאW 



א 
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T T

A x w b Ax w
A y z c A y z

ρ
σ

∆ + ∆ = − − =
∆ − ∆ = − + =

 
Z x X z X Ze e XZe
W y Y w Y We e YWe

µ
µ

∆ + ∆ + ∆ ∆ = −
∆ + ∆ + ∆ ∆ = −

 
 

WρσKא
אאאאאא

אאK 
אאא

( , , , )x w y z∆ ∆ ∆ ∆،א
א،אאאW 

 

F١.٣EA x w ρ∆ + ∆ = 
F٢.٣ETA y z σ∆ − ∆ = 
F٣.٣EZ x X z e XZeµ∆ + ∆ = − 
F٤.٣EW y Y w e YWeµ∆ + ∆ = − 

 

אאא2 2n m+
2n m+KאאFA

Eאא،אא
אאאK 

אאאא
،א،

אאK 
 



אאא 

 

٤٦
٤.٣ Newton's Method    

אאW 
 

1 1

1 2

( )
( )

( ) ,

( )n n

F
F

F

F

ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

# #
 

 

n\n\אא،* nξ ∈\
( *) 0F ξ =KאFK

אאK 
אאKא

nξ ∈\א،אאξ∆( ) 0F ξ ξ+ ∆ =K
אFאKא

אאאW 
 

,( ) ( ) ( )F F Fξ ξ ξ ξ ξ′+ ∆ ≈ + ∆ 

 
 

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

( ) .

n

n

n n n

n

F F F

F F F

F F F

F

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

′ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"

"

# # #

"

 

 

אξ∆KאK
אאאW 

 
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٤٧
( ) ( )F Fξ ξ ξ′ ∆ = − 

 

ξ∆،אאξאξ ξ+ ∆K
אאאF( ) 0F ξ ≈KE

אא،אF
אאאK 

אאW 
 



x
y
w
z

ξ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

( )
T

Ax w b
A y z c

F
XZe e
YWe e

ξ
µ
µ

+ −⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

، 

 
 

אא( , , , )x y w zµ µ µ µFK
אFW 

 

0 0
0 0

( ) .
0 0

0 0

T

A I
A I

F
Z X

W Y

ξ

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥′ =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
x
y
w
z

ξ

∆⎡ ⎤
⎢ ⎥∆⎢ ⎥∆ =
⎢ ⎥∆
⎢ ⎥∆⎣ ⎦

 
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٤٨
 אאאאאא

F١.٣E-F٤.٣EK 
 

٥.٣אא   Choosing the Step Length    
 אאא،

אאθאFWx x x= + ∆�KE
אאאאאאא

KאθKאW 
 

0, 1, 2, ,j jx x j nθ+ ∆ > = … 
 

jx∆אא،θjxF
Eθ 

1 , 1,2,...., .j

j

x
j n

xθ
∆

> − = 
 

אאywzK
אאאθW 

 

1 max , , ,j ji i

ij
j i i j

x zw y
x w y zθ

⎧ ⎫∆ ∆∆ ∆⎪ ⎪= − − − −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

אאmax
ij

אא
אאKאθ

אא،rא،
،אW 
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1

max , , , 1j ji i

ij
j i i j

x zw yr
x w y z

θ
−
⎞⎛ ⎧ ⎫∆ ∆∆ ∆⎪ ⎪⎟= − − − − ∧⎜ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎩ ⎭⎝ ⎠

 

،،אא
אאאKאא

אF2 2n m+KE 
אאאאאW 

 

א١.٣FאאE 
  אא, , ,x w y z( , , , ) 0x w y z > 

  

T

T T

b Ax w
c A y z
z x y w

n m

ρ
σ
γ

γµ δ

= − −
= − +
= +

=
+

 

 
 

T

A x w
A y z
Z x X z e XZe
W y Y w e Y We

ρ
σ

µ
µ

∆ + ∆ =
∆ − ∆ =

∆ + ∆ = −
∆ + ∆ = −

 

1

max , , , 1j ji i

ij
j i i j

x zw yr
x w y z

θ
−
⎞⎛ ⎧ ⎫∆ ∆∆ ∆⎪ ⎪⎟= − − − − ∧⎜ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎩ ⎭⎝ ⎠

  

w w w
z z z

θ
θ

= + ∆
= + ∆

         
x x x
y y y

θ
θ

= + ∆
= + ∆
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٥٠
אא،אא

אאאאK 
 

٦.٣א            Convergence Analysis   
אא،אא

אKאאאSimplex method
אאאFאאא

אKEאאאא
אKא

אאאKאא
אKא،אWאא

א؟אאא؟
אאא؟אאא

tolerancesאאאאאא؟
אאאK 
،א

א1 p≤ < ∞normp −x
W 

1
pp

jp
j

x x
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑K 

אאsup norm−p
،W 



א 

 

٥١
max jj

x x
∞

= 
אאא،אK

אאאא
W 

١ JאK 
٢ JאK 
٣ JאcomplementarityK 

،אאאK 
אא،א

א،1-normא
אאK 

b Ax wρ = − − 
אאא

،1א-normא
אאK 

Tc A y zσ = − + 
 

T Tz x y wγ = +K 
 

אאאאאאKאא
אאאאאא

אא، 



אאא 

 

٥٢
1

max , , , 1j ji i

ij
j i i j

x zw yr
x w y z

θ
−

⎛ ⎞⎧ ⎫∆ ∆∆ ∆⎪ ⎪⎜ ⎟= ∧⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎩ ⎭⎝ ⎠
 

F٥.٣E( )1 1
1

max ,....,
r

X x Z z− −

∞ ∞

= ∧
∆ ∆

 

אאאאאאא
אאKאאא

אא،א
θK,x yא،אאא،

אאאאאK
 

y y y
z z z

θ
θ

= + ∆
= + ∆
�
�

 x x x
w w w

θ
θ

= + ∆
= + ∆

�
�

K 

אאאKא
אאW 


( )

b Ax w
b Ax w A x w

ρ
θ

= − −
= − − − ∆ + ∆
� � � 

b Ax w− −אאאρ
A x w∆ + ∆ρ،א

אF١.٣EKW 
(1 )ρ θ ρ= −� 

א 

( )
(1 )

T

T

c A y z
c A y z A y z

σ
θ

θ σ

= − +
= − + − ∆ − ∆
= −

� � �
 
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٥٣
θא،אא

אאאאא
אאθאאK 

،אאא
،אאK 


2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

T T

T T

T T T T T T

T T

z x y w
z z x x y y w w

z x y w z x z x y w y w
z x y w

γ
θ θ θ θ

θ
θ

= +

= + ∆ + ∆ + + ∆ + ∆
= + + ∆ + ∆ + ∆ + ∆

+ ∆ ∆ + ∆ ∆

� � � ��

 

θKF٣.٣EW 


( )
( )

T T T

T

T

z x z x e Z x X z
e e ZXe

n z x
µ

µ

∆ + ∆ = ∆ + ∆
= −
= −

 

،אF٣.٣E، 


( )
( )

T T T

T

T

y w y w e Y w W y
e e YWe

m y w
µ

µ

∆ + ∆ = ∆ + ∆
= −
= −

 

א،F١.٣EF٢.٣EW 
 

( ) ( )T T T T T

T T

z x y w A y x y A x
y x

σ ρ
ρ σ

∆ ∆ + ∆ ∆ = ∆ − ∆ + ∆ − ∆

= ∆ − ∆
 

אאאγ�، 
 

( ) ( )( )
( )2

T T T T

T T

z x y w n m z x y w

y x

γ θ µ

θ ρ σ

= + + + − +

+ ∆ − ∆

�
 
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٥٤
،אT Tz x y w γ+ =( )n mµ δγ+ =K 

( )( ) ( )21 1 T Ty xγ δ θ γ θ ρ σ= − − + ∆ − ∆� 
אאאאKאאא

אאW 

1
(max )( )

T
j j j j

j j

j jj j

v w v w v w

v w v w
∞

= ≤

≤ =

∑ ∑

∑
 

אHolder's inequality ،
 

1
T x xσ σ

∞
∆ ≤ ∆

1
Ty yρ ρ

∞
∆ ≤ ∆ 

، 
( )( ) ( )1 1

1 1 y xγ δ θ γ θ ρ θ σ θ
∞ ∞

≤ − − + ∆ + ∆� 
 

אאאθ
yθ

∞
∆xθ

∞
∆K 

F٥.٣E 
 

1
j

j

xr for all j
xX x

θ
−

∞

≤ ≤
∆∆

 

 
x xθ

∞ ∞
∆ ≤ 

א 
y yθ

∞ ∞
∆ ≤ 
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٥٥
אאאx

∞
y

∞
M،

xyאאאא
אאW 

 

( )( ) 1 1
1 1 M Mγ δ θ γ ρ σ≤ − − + +�K 

 

אאstopping criteria 0ε >א
א،M < ∞אאKא
x

∞
MאאKא

y
∞

MאאK
אא

1 1
,ρ ε σ ε< <γ ε<א،

אאFאאKE 
אγ،אאduality gap،

אγKא
K,γ σρ 

 

( ) ( )

T T

T T T

T T T T

z x y w
A y c x y b Ax

b y c x x y

γ
σ ρ

σ ρ

= +

= + − + − −
= − + −

 

 

Holder inequality א،
אאW 

 

1 1

T T T Tb y c x x y

x y

γ σ ρ

γ σ ρ
∞ ∞

− ≤ + +

≤ + +
 
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٥٦
אאγ،

1
σ

1
ρx

∞
y

∞


אאאKאא
אאאאא

אאאKאאא
אK 

אאאאא
אK 

א( ) ( ) ( ) ( ), , ,k k k kρ σ γ θ،אא
thkKאאאאאאW 

 

 ٢.٣ 
א0t >،אM < ∞א،

אKk K≤ 
( ) ( ) ( ), , .k k kt x M y Mθ

∞ ∞
≥ ≤ ≤ 

M < ∞ 
( ) (0) ( ) (0) ( )

1 1 1
(1 ) , (1 ) , (1 ) ,k k k k k kt t t Mρ ρ σ σ γ≤ − ≤ − ≤ − � 

k K≤ 
(1 ).t t δ= −� 

אW[Wr]K 
אKאא

אאאKאא
אאאא،אא

KאKFאאאKE 



א 

 

٥٧
אא 

 ١.٣  ( , , , ) ( , , , )x w y z e e e e= א ،1/10δ =
9 /10r =  ،[1,1, ,1]Te = … א( , , , )x w y z 

אאאאW 
3 2 31 2 3x x x+ +maximize 
subject to 

2 1 1
1 2 3
2 2 1

2
5
6

1

2

3

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

≤
⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥

x
x
x

 

            x ii ≥ =0 1 2 3, ,  
٢.٣אאאאW 

maximize   z x x x= − − +4 3 121 2 3   
 subject to    

                            
1 2 3

1 2 3

2 3 12 5
3 3

0

x x x
x x x

x

− − + ≤ −
− + + ≤ −

≥
   

٣.٣אאאאW 
maximize  5 6 9 81 2 3 4x x x x+ + +  

  subject to  

                  
x x x x
x x x x

x x x x

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 5
2 3 3

0

+ + + ≤
+ + + ≤

≥, , ,
 

٤.٣( , , , ) ( , , , )x w y z e e e e=א،1/10δ =
9 /10r =،[1,1, ,1]Te = …א( , , , )x w y z

אאאאW 
maximize  3 4 71 2 3 4x x x x+ + +  



אאא 

 

٥٨
  subject to  

                  
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

8 3 4 7
2 6 5 3

4 5 2 8
, , , 0

x x x x
x x x x

x x x x
x x x x

+ + + ≤
+ + + ≤

+ + + ≤
≥

 

 
٥.٣{( , , , ) : 0}x w y zµ µ µ µ µ ≥אאKW 

lim T Tb y c xµ µµ→∞
− = ∞ 

٦.٣אאאאא
אאKא٥.٣א

אאאאK 
 

 


