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Darts un article consacre aux S-domaines forts, Malik et Mott se sont poses la question sui- 

vante: &ant don& un entier nature1 n? 1, a-t-on A[X,, . . ..X.,] S-domaine fort si et settlement si 

A@‘,, . . ..X.,j S-domaine fort? Nous resolvons la conjecture par la negative. Par ailleurs, apres 

une etude thtorique, nous l’ameliorons a la fin de cet article. 

Les anneaux consider& sont commutatifs, integres et possedent un Clement unite. 

Un anneau A est appele S-domaine fort sip et q Ctant deux ideaux premiers consecu- 

tifs dans Spec(A), alors les ideaux Ctendus p[X] et q[X] sont consecutifs dans 

Spec(A [Xl). Cette classe d’anneaux a ett introduite par Kaplansky [lo] pour unifier 

les travaux de Seidenberg [12] et Jaffard [7] sur les anneaux noetheriens et les 

anneaux de Prtifer dans le cadre de la theorie de la dimension. Pour plus de 

precisions sur cette notion, on pourra se reporter a [6,8,9,10,11, . . . 1. 

Un anneau A est dit de Jaffard [2,4] s’il est de dimension de Krull finie et s’il veri- 

fie I’une des deux proprietes Cquivalentes: 

(i) dim A = dim,A (dim,A designe la dimension valuative de I’anneau A); 

(ii) dimA[X,, . . . . X,] = n + dim A pour tout n 2 0. 

Comme exemples d’anneaux de Jaffard, on connait les anneaux noetheriens [ 121, 

les anneaux de Prtifer [7], les anneaux universellement catenaires [3].. . . 

Soient A un anneau, n? 1 un entier naturel, {X,, . . . ,X,} un ensemble fini d’in- 

determinCes sur A et S la partie multiplicative de A [Xl, . . . , X,] definie par: 

(si f= CjaiX~‘X~“.X~* C(f)= CiLZ;A). 

Posons A(X,, . . . , X,) = S-‘(A [X,, . . . ,X,1). L’anneau A(X,, . . . , X,) defini ainsi 

est appele I’anneau de Nagata A n indeterminees et a coefficients dans A. Pour plus 

de precisions sur cette notion on pourra se reporter a [ 11. 

* Ce travail a beneficie de l’aide du departement de Mathematiques de I’UniversitC de Tennessee aux 

U.S.A. 
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Dam un long article [l l] consacre aux S-domaines forts, Malik et Mott ont 
enonce la conjecture suivante: Soit n un entier nature1 I 1, a-t-on A [Xl, . . . ,X,] S- 

domaine fort si et seulement si A(X,, . . . , X,) S-domaine fort? La conjecture est 
resolue par la negative. Par ailleurs, nous allons l’ameliorer a la fin de cet article. 

I1 est clair que si A [X,, . . . , X,] est un S-domaine fort, alors il en est de mCme 

pour A(Xt, .++, x,>=s-‘(A[&,..., XJ). Cependant, nous sommes en mesure d’af- 
firmer que la reciproque est fausse. Cela est illustrt par l’exemple suivant. 

Exemple 1. Soient k un corps, X et Y deux ind&erminPes sur k et un entier n L 1. 
Posons : 

et 
v= k(X) + Yk(X)t UC,) 

R = k+ Yk(X)[ Y],,,. 
Alors: 

(4 R(X,, . . . . X,,) est un S-domaine fort. 

(b) RWl, . . . . X,,] n ‘est pas un S-domaine fort 02 X,, . . . , X,, sont des indktermi- 
&es sur I’anneau R. 

DCmonstration. Soit M= Yk(X)[ Y],,, l’ideal maximal commun a V et R. L’an- 
neau R est un produit fibre local issu de l’anneau de valuation K 

R-k 

Y -k(X). 

I1 decoule de 12, Lemma 2.11 et de [2, Theorem 2.61 que: 

et 
dim R = dim V= 1, 

dim, R = dim, V+ deg trk k(X) = dim V+ 1 = 2. 

I1 en resulte que dim R[X,) = dim,R + 1 = 3 et par consequent ht M[X,] = 2. En 
fait, nous allons ttablir que ht M[X,, . . . , X,] = 2 pour tout entier nature1 n L 1. En 
effet , 

htM[X,, . . . . X,]+dim(R[X, ,..., X,]/M[X, ,..., X,])ldimR[Xr ,..., X,], 
d’ou: 

htM[X,, . . . . X,] +nldim R[X,][X,,...,X,]. 

L’anneau R [X,] est un anneau de Jaffard puisque dim R[X,] = 1 + dim,R = 
dim,R[X,]=3. On en deduit que dimR[X,][X2,...,Xn]=dimR[X,]+n-l= 
n + 2. Ce qui donne, 

htM[X,,..., X,]+nln+2. 
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Par consequent, ht M[X,, . . . , X,] = 2 pour tout entier nature1 n 11. 

Dans notre cas particulier, nous avons: 

WX,, ..a, JG)=R[X,, ..-,&lM[X I,..., x,1. 

11 suffit done de prouver que R[X,, . . . ,X,]M[x,,,,.,x~l est un S-domaine fort. 

Soient P et Q deux ideaux premiers de R [X,, . . . , X,] tels que Ps Qc 

M[X,, . . . . X,] et ht(Q/P) = 1. Deux cas se presentent. Si P= (0), alors ht Q= 1. 

Necessairement Q (l R = (0) et il existe un ideal premier Q’ de K[X,, . . . ,X,1, K 
designe le corps des fractions de R, tel que Q’n A[X,, . . . ,X,] = Q. K[X,, . . . ,X,] 

Ctant un S-domaine, nous avons: 

htQ[X,+,]=htQ’[X,+,]=l=htQ’=htQ. 

Si p # (0), necessairement Q = M[X,, . . . , X,] (car ht MIX,, . . . ,X,] = 2) done, 

~~~Q~~,+,l~~~~,+,l~=~~~~~~,,...,~,+,l~~~~,+,I~=~. 

Car nous avons aussi ht M[X,, . . . , Xn,Xn+ 1] =2. D’ou la conclusion. 0 

Toutefois, I’anneau R (construit precedemment) n’est pas un S-domaine fort. Ce 

qui nous conduit a nous poser la question suivante: Existe-t-i1 un S-domaine fort 

R tel que l’anneau R(X,, . . . , X,) ne soit pas un S-domaine fort? 

Avant de repondre a cette question, nous allons Ctablir certains resultats mettant 

en evidence les liaisons existant entre les notions de S-domaine fort et d’anneau de 

Jaffard pour les anneaux de Nagata. Ce qui nous permettra, par la suite, d’enoncer 

une nouvelle conjecture ameliorant celle de Malik et Mott. 

ThCorkme 2. Soit A un anneau de dimension finie. Si A et A(X,, . . . , X,) sont des 
S-domaines forts pour tout entier nz 1, alors A est un anneau de Jaffard. 

Dans ce qui suit, nous allons identifier l’anneau A(X,, . . . ,X,) pour n = 0 h 
l’anneau A. La demonstration du theoreme decoule du lemme suivant: 

Lemme 3. Soient A un anneau de dimension finie et n 2 1 un entier naturel. Si 

A(X,, . . . . X,) est un S-domaine fort pour tout ke (41, . . . , n}, alors: 

dim A[X,, . . . . X,]=k+dimA pour tout kE{O,l,...,n,n+l). 

DCmonstration. Nous savons que dim A(X,, . . . ,X,) = dim A [X,, . . . , X,] - k pour 

tout entier nature1 k [2, Proposition 1.211. Soit k E (0, 1, . . . , n} et supposons que 

A(X,, . . . . X,) soit un S-domaine fort. Done, 

dimA(X,)=dimA[X,]-l=dimA 

puisque A est un S-domaine fort. 

Nous avons de meme: 
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dimA(X,, . . . . Xk+r)=dtmA(Xr, ---,&wk+l) 

=dimA(X,, . . ..Xk)[Xk+r] - 1 

=dimA(Xr, . . ..Xk). 

puisque l’anneau A(X,, , . . , X,) est un S-domaine fort. 11 en resulte que: 

dimA(X,, . . . . Xk+r)=dimA(X1, . . ..Xk) 

=dimA(X,, . . ..Xk_.) 

= dim A(X,) 

=dimA 

pour tout entier nature1 ke (41, . . . , n}. D’autre part, nous avons: 

dimA(X,, . . . . Xk+l)=drmAIX,,..., &+,I -(k+ 1). 

11 en decoule que dimA[X,,..., X,] = k-t dim A pour tout entier nature1 ke 

{O,l,...) n+l}. 0 

La reciproque du theoreme est generalement fausse. En effet, l’anneau 

R=(k+ Yk(X)[YjC,))[Z] est un anneau de Jaffard car dim R =dim,R=3 [2]; en 

revanche, R n’est pas un S-domaine fort car R/(Z) =k+ Yk(X)[Y](,, n’en est pas 

un [ll]. 

ThCor&me 4. Etant donne’ un anneau A local de dimensions 2. Soit n un entier 
nature12 1. Les assertions suivantes sont &quivalentes: 

(9 A(X, , . . . , X,) est un S-domaine fort pour tout k E { 0, 1, . . . , n}. 
(ii) dim A[X,, . . . , Xk]=k+dimApour tout kE(O,l,...,n+l}. 

La demonstration du theoreme repose en partie sur le lemme suivant: 

Lemme 5. Soit A un anneau local cathaire, de dimension finie. Les assertions sui- 

vantes sont t?quivalentes: 
(i) A est un S-domaine fort; 

(ii) dimA[X]=l+dimA. 

DCmonstration. (i) j (ii). [lo]. 

(ii) a (i). Soient p et q deux ideaux premiers de A tels que ht q/p = 1. Soit m 
I’ideal maximal de A. 11 existe une chaine saturee se terminant par m et contenant 

PF4. 

(0) 5Pl s: ... TpsqF e-s 5”. 

Comme A est suppose catenaire, cette chaine rtalise la dimension de l’anneau A. 
Supposons maintenant que ht(q[X]/p[X])> 1, alors il existe un ideal premier Q 

de A[X] tel que: 
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mais la chaine precedente permet d’avoir une chaine dans A[X]: 

(O)$I$F ... ~pKl~Q$dXl~ ... ~WW$(~,~h 

Cette chame est au moins de longueur Cgale a ht m + 2, ce qui contredit I’hypothese 
dim A[X] =dimA + 1. On en deduit que ht(q[X]/p[X]) = 1, A est done un S- 
domaine fort. 0 

DCmonstration du ThCoreme 4. (i) a (ii). Theoreme 2 ou Lemme 3. 
(ii) * (i). Soit k E { 0, . . . , n} . D’une part, 

dimA(X,, . . . . X,)[Y]=dimAIX,,...,Xk)(Y)+l 
=dimA(X,,...,Xk, Y)+ 1 
=dim [X1, . . . . X,,Y]-(k+l)+l 
= dim A + 1 (par hypothese). 

D’autre part, 

dimA(Xt, . . . . X,)=dimA[X,,...,Xk]-k 
= dim A (par hypothbe). 

I1 en resulte que dim A(X,, . . . , X,)[ Y] = dim A(X,, . . . ,X,) + 1. Par consequent, 
l’anneau A(X,, . . . , X,) est un S-domaine fort car il est local, catenaire 
(dimA(Xt, . . . . X,) = dim A I 2) et verifiant la condition (ii) du Lemme 5. D’oti la 
conclusion. q 

Ainsi, nous sommes en mesure de repondre a la question precedente. Nous repre- 
nons une construction de [5] illustrant un exemple de S-domaine fort R tel que R [X] 
n’est pas un S-domaine fort. 

Soient k un corps et X, Y 2 des indeterminees sur k. Posons: 

V= k(X, Y) + Zk(X, Y)[Z](,, = k(X, Y) +M, . 

Soit @ : V+ V/M, = k(X, Y) la surjection canonique et soit I/’ l’anneau de valua- 
tion associe a la valuation u : k(X, Y) + il[z], oti o(X) = II et u(Y) = 1. 

L’anneau v-‘( V’) est un anneau de valuation de la forme k+M, oti M2 est son 
ideal maximal. Posons: 

v=y,-‘(V’)=k+M, et W=k(X, Y)+(Z+ l)k(X, Y)[Z](z+,). 

Alors, T= V, n West un anneau de Priifer semi-local d’ideaux maximaux M et N. 

Exemple 6. Posons R = k + Mfl N. Sous les notations prPc&dentes un tel anneau 
v&ifie les conditions suivantes: 

(a) R est S-domaine fort. 
(b) R(X) n’est pas un S-domaine fort. 
(c) R[X] n’est pas un S-domaine fort. 
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DCmonstration. Pour (a) et (c) voir [5]. 
(b) R est local et dim R = 2[5]. Supposons que R(X) soit un S-domaine fort. 11 

decoule du Theo&me 4 que 

dimR[X]=dimR+l 
et 

dimR[X, Y]=dimR+2=4. 

Ce qui est contradictoire avec, 

dimR[X,Y]=dim,R+2=3+2=5 

(il est Ctabli dans [5] que dim, R = 3). 0 

11 est done possible d’avoir I’un des deux anneaux R ou R(X) S-domaine fort sans 
que I’autre le soit (cf. Exemple 6). 

Apres l’etude theorique precedente, nous sommes en mesure d’tnoncer une verita- 
ble conjecture-ameliorant celle de Malik et Mott-dans le sens suivant: 

Etant donne un entier nature1 n 2 1, est-ce que A[X,, . . . ,X,] est un 
S-domaine fort si et seulement si A, ,4(X,), . . . ,A(X,, . . . . X,,) sont des 
S-domaines forts? 

Soulignons que la construction de [5], illustrant un exemple de S-domaine fort A 

tel que A[X] n’en est pas un, ne permet pas d’amorcer une reponse a la conjecture 
(voir Exemple 6). 
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