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In this paper we deal with the study of the stably strong S-domain property for 
pull-back constructions. Some applications are given in Section 1. The main 
purpose of Section 2 is to construct a new example of stably strong S-domains. 
c 1991 Academic Press, Inc. 

0. DEFINITIONS- RBSULTATS ~L~MENTAIRES 

Tous les anneaux consider-es sont supposes commutatifs, integres et 
unitaires. Les homomorphismes d’anneaux sont supposes transformer 
1’61Cment unite en l’element unite. 

Un anneau A est appele S(ez’denberg)-domaine si pour tout ideal premier 
p de A de hauteur 1, I’ideal premier p[X] est de hauteur 1 dans A[X]. 
L’anneau A est appelb S-domaine fort si pour tout ideal premier p de A, 
l’anneau quotient A/p est un S-domaine (c’est-a-dire si p et q Ctant deux 
idtaux consecutifs dans Spec(A), les idtaux ttendus p* = p[X] et 
q* = q[X] sont constcutifs dans Spec(A[X])). 

Aprts les etudes faites par A. Seidenberg [20] et P. Jaffard [13] sur les 
anneaux noethiriens et les anneaux de Prtifer dans le cadre de la thtorie de 
la dimension, I. Kaplancky [15] a rassemblt ces deux categories d’anneaux 
dans une m&me classe: les S-domaines forts. 

Bien que l’anneaux des polynomes a coefhcients dans un S-domaine fort 
ne soit pas necessairement un S-domaine fort [7], S. Malik et J. L. 
Mott [16] se sont interesses entre autres, au passage de cette notion aux 
anneaux de polynbmes a plusiers indttermintes. En particulier, ils ont 
montre que si A est un anneau de Priifer alors l’anneau des polynomes 
A CX, , . . . . X,] est un S-domaine fort pour tout entier n 2 1. 

DEFINITION 0.1. Un anneau A est appele S-domaine fort universe1 si 
pour tout entier nature1 n, l’anneau des polynbmes A[X,, . . . . X,] est un 
S-domaine fort (cf. [16, 14, 81). 
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Le present article est consacre a l’etude de la theorie des S-domaines 
forts universels. Un inter&t particulier est port& a l’ttude du transfert de 
cette notion aux produits lib&. Et ce, dans le mCme &at d’esprit que cela 
a Cte fait dans [2]. 

Nous commencons par donner des exemples de S-domaines forts 
universels. 

(0.2) Tout anneau noetherien est un S-domaine fort universel. 

Kaplansky [ 151 a ttabli qu’un anneau noetherien est un S-domaine fort. 
Cela permet de conclure puisque l’anneau des polynbmes a plusiers indtter- 
minces a coefficients dans un anneau noetherien est noethtrien. 

(0.3) Tout anneau de Priifer est un S-domaine fort universel. 

Voir [16, Theorem 3.51. De notre c&e nous avons retrouvt ce resultat 
comme consequence dun theoreme plus general se basant sur les liaisons 
qui existent entre la notion de S-domaine fort universe1 et la formule de la 
dimension [ 14, Thtoreme 2.11. 

(0.4) Tout anneau universellement catenaire est un S-domaine fort 
universel. 

Ce resultat est dti a A. Bouvier, D. E. Dobbs, et M. Fontana. 
11s ont en particulier etabli qu’etant don& un anneau A tel que A[X] 

soit cattnaire, alors A est un S-domaine fort [4, Lemma 2.3, 
Theorem 2.41. Ce rbultat peut Cgalement etre deduit du thtoreme 2.3 
Ctabli dans [14]. 

(0.5) &ant donne un anneau A, si pour ideal premier P de A 
l’anneau quotient A/P veritie la formule de la dimension, alors A est un 
S-domaine fort universe1 [14, Theoreme 2.53. 

Les rtsultats precedents sont eclair&s par le diagramme suivant: 

A noetherien 

I 

A anneau de Prtifer 

1 
A universellement catenaire 

I 
A S-domaine fort universe1 c- A/P virifie la formule de la dimension 

I pour tout ideal premier P de A 

1 
A S-domaine fort 

1 
A S-domaine 
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(0.6) Dans Section 2 now construirons un exemple d’anneau A 
satisfaisant les conditions suivantes: 

- A est un S-domaine fort universel. 
- A n’est pas un anneau noethtrien. 
- 11 existe un ideal premier P de A tel que l’anneau quotient A/P 

ne v&lie pas la formule de la dimension (done A n’est pas universellement 
catenaire et A fortiori nest pas un anneau de Priifer). 

- A n’est pas isomorphe a un anneau de polynbmes A coefficients 
dans un S-domaine fort universel. 

Pour ce faire, nous allons auparavant Ctudier (dans Section l), le trans- 
fert de la notion de S-domaine fort universe1 a certains produits librts 
particuliers, gtntralisant les anneaux de type “D + M.” 

Nous allons d’abord enoncer certains resultats elbmentaires pour les 
S-domaines, S-domaines forts et S-domaines forts universels. 

Rappelons au passage qu’un anneau factoriel est trivialement un 
S-domaine. Cependant, il n’est pas necessairement un S-domaine fort L-161. 

(0.7) Si A est un S-domaine fort alors ht p* = htp pour tout PE 
Spec(A). On peut facilement vkrifier que la rkiproque est vraie dans le cas 
oti A est catknaire. 

(0.8) Soit A un anneau de dimension 2. Les assertions suivantes sont 
enquivalentes: 

(i) A est un S-domaine fort; 

(ii) A est un S-domaine et dim A[X] = 1 + dim A. 

Ddmonstration. 11 suflit de montrer (ii) * (i). Soient p et q deux ideaux 
premiers de A tels que ht(q/p) = 1. 

Nous allons envisager deux cas. Si p = (0) alors ht q = 1 et par con&z- 
quent ht q[X] = 1 puisque A est un s-domaine. Si p # (0) alors q doit &tre 
un ideal maximal de A. 

Supposons que ht(q[X]/p[X]) > 1, il existe alors un idkal premier Q de 
4X1 tel we d-U = Q ~PCXI, ce qui donne la chaine suivante: 

(4, J-J 1 sCJf1 = Q 2 PCXI = (0) 

qui est une chaine de longueur au moins tgale $ 4. Cela est contradictoire 
avec I’hypothbe dim A[X] = dim A + 1 = 3. 1 

Rappelons qu’un anneau A est dit de Jaffard [ 1, 61 s’il est de dimension 
de Krull finie et s’il virifie l’une des deux propriites equivalentes: 

(i) dim, A = dim A; 
(ii) dim A[X,, . . . . X,] = n + dim A, pour tout n > 0. 



s-DOMAINES FORTS DE KAPLANSKY 403 

A est dit localement de Jaffurd [l] si A, est un anneau de Jaffard pour tout 
p E Spec(A) (i.e., htp[X,, . . . . X,] = ht p, pour tout p E Spec(A) et pour tout 
entier nature1 n). 

(0.9) [4, Corollary 6.3) Pour un anneau de dimension 1, les assertions 
suivantes sont Pquivalentes: 

(i) A est un S-domaine. 
(ii) A est un S-domaine fort. 

(iii) A est un S-domaine fort universel. 
(iv) A est un anneau de Jaffard. 
(v) A est localement de Jaffard. 
(vi) A[X] est catenaire. 

(vii) A est universellement cate’naire. 
(viii) dim A[X] = 2. 

(ix) A’ est un anneau de Prufer ou A’ designe la ckiture integrale 
de A. 

La proposition precedente nest plus valable en dimension 2. En effet, un 
S-domaine fort de dimension 2 n’est pas necessairement un anneau de 
Jaffard. 11 suflit de considirer l’exemple construit A cet effet dans [7]. 

Nous allons clore ce paragraphe par quelques risultats sur le transfert 
des notions de S-domaine, S-domaine fort et S-domaine fort universe1 aux 
extensions entieres. 

On dit qu’un anneau A est pseudo-priiferien (ou un PVMD) si l’ensem- 
ble de ses v-idiaux finis D,(A) est un v-groupe [19,21]. l?tant don& 
deux anneaux A et B tels que A + B soit entier et A’ la cloture integrale 
de A, Malik et Mott [16, Theorem 4.151 ont etabli que si A’ est un 
PVMD, alors B est un S-domaine. Un PVMD &ant un S-domaine, ce 
rtsultat devient la consequence immediate dun resultat plus general: 

TI&OR~E 0.10. Soient A + B un homomorphisme entier d’anneau et A’ 
la cl&we integrale de A. 

Si A’ est un S-domaine, alors B est un S-domaine. 

LEMME 0.11. Soit A -+ B un homomorphisme entier d’anneaux. Alors 

(a) Si B est un S-domaine, alors A est un S-domaine. 
(b) Si B est un S-domaine fort, alors A est un S-domaine fort. 
(c) Si B est un S-domaine fort universel, alors A est un S-domaine fort 

universel. 
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Dtmonstration. (a) et (b) decoulent de la demonstration de [ 16, Theo- 
rem 4.61. (c) dtcoule du fait que si A + B est un homomorphisme entier 
d’anneau, alors: A [X,, . . . . X,,] --f B[X, , . . . . X,] est un homomorphisme 
entier d’anneau. Finalement, (b) permet de conclure. 

DPmonstration (du Theoreme 0.10). Soit A la fermeture integrale de A 
dans le corps des fractions de B. D’apres [ 16, Corollary 4.101, A est un 
S-domaine (car l’homomorphisme A’ C----+ A est entier). 

D’apres le Lemme 0.11 (a), B est un S-domaine (car l’homomorphisme 
Bc----+ A est entier). 1 

(0.12) Tout anneau entier sur un anneau noethbrien est un S-domaine 
fort universe1 [ 16, Proposition 4.201. 

1. PRODUITS FIBR~S-TH~~OR~ME FONDAMENTAL 

fitant donnt un anneau de valuation V de la forme K+ M, oti M est son 
ideal maximal et K son corps residuel. Posons R = D + M, od D est un 
sous-anneau de K de corps des fractions k. Un inter& particulier a CtC 
accordt a Etude du transfert, de D a R, des notions d’anneau noetherien, 
coherent, de Bezout, de Priifer... etc. [9]. Par ailleurs, Malik et Mott Cl63 
on ttabli que R est un S-domaine fort si et seulement si D est un 
S-domaine fort et K est une extension algebrique de k. De notre cot&, nous 
allons nous interesser a une situation plus g&r&ale. Nous dtterminerons 
ainsi les conditions ntcessaires et suftisantes pour que des produits fib& 
geniralisant les anneaux “D + M”-soient des S-domaines forts universels. 
A la suite de quoi, nous serons alors en mesure de construire des 
S-domaines forts universels n’appartenant a aucune des familles deja 
connues. 

Nous commen9ons par Cnoncer le theorbme fondamental de ce chapitre. 

TI&ORI~ME 1.1 Soient T un anneau, M un id&al maximal de T et K son 
corps rt!siduel. Soit qn: T + K la surjection canonique et posons R = cp - ‘(D), 
oli D est un sowanneau de K de corps des fractions k. Si T et D sont des 
S-domaines forts universels et K est une extension algkbrique de k, alors R 
est un S-domaine fort universel. 

Pour demontrer Theo&me 3.1, il nous faut passer par deux lemmes et 
deux propositions. 

Une des dificultb majeures dans Etude des anneaux de type “D + M” 
reside dans le fait qu’un anneau de polynomes a coefficients dans un D + M 
nest plus un anneau de type “D + M.” Cela se traduit par des complica- 
tions au niveau du spectre de l’anneau (D + M)[X,, . . . . X,] et a ament 
certains auteurs [5] a utiliser des proprietes topologiques des spectres. 
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Pour lever cette difficultk nous faisons appel au lemme (algkbrique) 
suivant: 

LEMME 1.2 [2, Lemma 2.11. &ant don&s un anneau A, une partie mul- 
tiplicative S de A, un id&al sat& Z de A (S-‘Zn A = I) et un idkal premier 
Q de A contenant I, Alors il existe un idkal premier P de A tel que P n S = 
0 et QIPXZ. 

LEMME 1.3. Pour un anneau A don&, les assertions suivantes sont tqui- 
valentes: 

(i) A est un S-domaine fort universel. 

(ii) A, est un S-domaine fort universe1 pour tout idPa premier p de A. 

(iii) A, est un S-domaine fort universe1 pour tout idPa maximal M 
de A. 

Dtmonstration. La notion de S-domaine fort Ctant une propriC?tC locale 
[ 16, Corollary 2.41, il sullit de montrer l’implication (iii) 3 (i). 

Soient n un entier nature1 et P, Q deux idkaux premiers de A[X,, . . . . X,,] 
tels que Q =) P et ht Q/P = 1. Posons p = P n A et q = Q n A. 11 existe alors 
un idkal maximal M de A tel que M 3 q =I p. Par conskquent, P, et QM 
sont deux idtaux premiers de A,[X,, . . . . X,,] tels que QM1 P, et 
ht QM/P, = 1. 

Par hypothkse, A, est S-domaine fort universel, done, ht QM[ Y]/ 
Pw[ Y] = 1. Posons S= A -M. Nous avons S-‘AIXI, . . . . X,] = 
A,[IX,, . . . . X,]. D’aprks la correspondance bijective entre les idkaux 
premiers saturks de A[X,, . . . . X,,] et ceux de A, [X,, . . . . X,,] on dkduit que 
ht Q[ Y]/P[ Y] = ht Q,,,, [ Y]/P,[ Y] = 1. Car MI> q 1 p, et par consequent 
P n S = Q n S = 0. A est done un S-domaine fort universel. 1 

PROPOSITION 1.4. Soient T un anneau local, M son idkal maximal et K 
son corps rtsiduel. Soit cp: T + K la surjection canonique et posons R = 
p-‘(D), oic D est un sous-anneau de K tel que Frac(D) = K. Les assertions 
suivantes sont tquivalentes: 

(i) R est un S-domaine fort universel. 

(ii) T et D sont des S-domaines forts universels. 

Ddmonstration. (i) => (ii) R est un produit librk dktermink par le 
diagramme suivant: 

R-D 

1 1 
T-K 
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D’apres [I, Lemma 2.2(a)] R/M est isomorphe a D. L’anneau D est done 
un S-domaine fort universel. Rappelons que l’image homomorphe d’un 
S-domaine fort est un S-domaine fort [ 16, Proof of Theorem 5.11. 

T Ctant local, il decoule du [ 1, Lemma 2.1 (c)] que M est un ideal divise 
de R et R, = T (puisque Frac(D) = K). T est done un S-domaine fort 
universel, grace au Lemme 1.3. 

(ii) =+ (i). Soient n un entier nature1 et P, Q deux ideaux premiers de 
RCX,, . . . . X,]telsqueQlPethtQ/P=l.Posonsp=PnRetq=QnR. 

A4 Ctant un ideal divise de R, il est comparable avec tout ideal premier 
de R. Par consequent, nous envisageons trois cas: 

9 Si Mzqzp, alors P, et QM sont deux idtaux premiers de 
RM [XI , . . . . X,] tels que QMz P, et ht Q,jP,= 1. Par consequent, 
ht Q,,,, [ Y]/PM [ Y] = 1 puisque R, = T est, par hypothese, un S-domaine 
fort universel. 11 en resulte que 

ht Q[ Y]/P[ Y] = ht QM [Y-J/PM [ Y] = 1. 

l Si q 2 p 3 M, nous avons necessairement Q 2 P 2 M[X,, . . . . X,]. 
L’anneau R[X,, . . . . X,] est un pruidt fibre determine par le diagramme 
suivant: 

NX,, . . . . x,1 - DCX,, . . . . X,1 

1 1 

11 existe alors deux ideaux premiers P’ et Q’ de DIXI, . . . . X,,] tels que 
P = @ - ‘(P’), Q = @ ‘(Q’), Q’ 1 P’, et ht Q//P’ = 1. Par consequent, 
ht Q[ Y]/P[ Y] = ht Q’[ Y]/P’[ Y] = 1 puisque R[X,, . . . . X,]/M[X,, . . . . X,,] 
E D[X,, . . . . X,,] est un S-domaine fort universel. 

l Si q =J Mz p, posons Z= P + M[X,, . . . . X,]. Zest un ideal propre 
de R[X,, . . . . X,,] (Q 1 I), sature pour la partie multiplicative S = R - M. En 
effet, 

1, = PM + WIIX,, . . . . X,1),%4 
= P, + MR, [X,, . . . . X,,] 

= P, + M[X,) . . . . X,]. 

Puisque A4 = MR,(M ideal divie). 11 en rtsulte que 

I, n RIXI, . . . . X,,] = P, n R[X,, . . . . X,] + M[X,, . . . . X,] 

= P + M[X,) . ..) X,] 

= z. 
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D’apres Lemme 1.2 il existe un ideal premier P’ de R[Xi, . . . . X,] tel que 
Zc P’ c Q et P’ n (R\M) = 0. Ce qui donne P c P’ 5 Q puisque Q n 
(R\M) # 0. Par hypothese, P et Q sont consecutifs. Done P = P’. 11 en 
resulte que M[X,, . . . . X,] c P’ = Ps Q. 11 en resulte que p = M. D’oti la 
contradiction. 1 

PROPOSITION 1.5. Soient T un anneau local, M son id&al maximal et K 
son corps rbiduel, Soit rp: T + K la surjection canonique et posons R = 
q-‘(k), oli k est un sous-corps de K. Si Test un S-domaine fort universe1 et 
K une extension algPbrique de k, alors R est un S-domaine fort universel. 

Demonstration. RIXI, . . . . X,] est un produit fibre determine par le 
diagramme suivant: 

RCX,, . . . . X,1 - NIX,, . . . . x,1 
n n 
I 1 

TCX,, . . . . X,1 ’ :, KCX,, . . . . X,1 

K &ant une extension algebrique de k, T est entier sur R. T etant un 
S-domaine fort universel, Lemme 0.1 l(c) permet de conclure. 1 

Demonstration (du Thtoreme 1.1). Nous sommes en presence des deux 
produits librts suivants: 

R=cp-l(D)- D 

1 1 
T,=cp-l(k)- k 

1 1 
T-K 

Le thtoreme est vrai dans le cas (ou T est) local. En effet, si T est local, 
il en est de mCme pour T1. Ainsi Propositions 1.4 et 1.5 permettent de 
conclure. 

Revenons maintenant au cas general (T non necessairement local). 
Soit p un ideal premier de R. D’apres [ 1, Lemme 2.1 (e), (g)], deux cas 

se presentent: 

9 Si M 5 p, alors il existe un ideal premier q de T tel que q n R = p 
et R, = T,. L’anneau Rp est done un S-domaine fort universel. 

l Si p =) M, alors il existe un ideal premier q de D tel que p = cp - ‘(4) 
et Rp est un produit Iibrt determine par le diagramme suivant: 
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P 
-D 

i 1 
Y 

TM----++ K 

D, et TM sont des S-domaines forts universels et K est une extension alge- 
brique de Frac(D,) = k, done R, est un S-domaine fort universel, puisque 
le theoreme est vrai dans le cas local. 

Nous venons d’etablir que R, est un S-domaine fort universe1 pour tout 
ideal premier p de R, par consequent R est un S-domaine fort universel, 
d’apres Lemme 1.3. a 

Comme premiere application du Theo&me 1.1, nous allons etablir un 
resultat inttressant sur les anneaux pseudo-valuation (cf. [ll]). Soit R un 
PVD d’ideal maximal M. Soit V= (44 : M) l’anneau de valuation associe a 
R. Hedstrom et Houston [12] ont ttabli que R est un S-domaine fort si et 
seulement si dim R[X] = dim R + 1. Nous sommes ainsi en mesure de 
gtneraliser ce resultat. 

COROLLAIRE 1.6. Soit R in PVD de dimension finie et d’idt!al maximal 
M. Soit V = (M : M) I’anneau de valuation associr2 ri R. Les assertions 
suivantes sont tquivalentes: 

(i) R est un S-domaine fort universel. 
(ii) R est un anneau de Jaffard. 

(iii) V/M est une extension algPbrique de R/M. 

Dtmonstration. (i) * (ii) en general. (ii) et (iii) sont equivalents, par [ 1, 
Theorem 2.6(b)]. (iii) 3 (i) par Theoreme 1.1. 1 

COROLLAIRE 1.7. Soit V un anneau de valuation (de dimension finie) de 
la forme V = K + M oli K est son corps rthiduel et M est l’idt!al maximal de 
V. Posons R = D + M, oti D est un sous-anneau de K de corps des fractions 
k. Les assertions suivantes sont Pquivalentes: 

(i) R est un S-domaine fort universel. 
(ii) D est un S-domaine fort universe1 et K est une extension algkbrique 

de k. 

Dtmonstration. R est un produit tibre illustre par le diagramme suivant: 

R=D+M- D 

1 1 
1 1 

V=K+M- K 
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Si R est un S-domaine fort (universel) alors necessairement K est une 
extension algebrique de k [ 16, Th. 5.11. Y &ant un S-domaine fort univer- 
sel, Theo&me 1.1 permet de conclure. 

COROLLAIRE 1.8. Soient K un corps, D un sowanneau de K de corps des 
fractions k et n un entier posit13 Posons R = D + (X,, . . . . X,,) KIXI, . . . . X,,]. 
Les assertions suivantes sont Pquivalentes: 

(i) R est un S-domaine fort universel. 

(ii) D est un S-domaine fort universe1 et K est une extension algPbrique 
de k. 

Dt!monstration. R est un produit fibrt: illustre par le diagramme suivant: 

R = D + (X,, . . . . X,) K[X,, . . . . X,] F D 

1 I 
T = K[X, , . . . . X,] :,K 

Si R est un S-domaine fort universe1 alors R est localement de Jaffard [ 14, 
Lemme 1.41. Par consequent, K est une extension algebrique de k [l, 
Corollary 2.123. T &ant un anneau noetherien, il est un S-domaine fort 
universel. Theo&me 1.1 permet de conclure que D est un S-domaine fort 
universel. La reciproque decoule aussi de Theoreme 1.1. 1 

Ainsi, d’aprbs Corollaire 1.8 on peut affirmer que l’anneau RI = 
a! + (X,, . ..) X,) R[X,, . . . . X,,] nest pas un S-domaine fort universel, alors 
que R, = Q + (X,, . . . . X,) Q(i)[X,, . . . . X,,] en est un. 

TH~ORI&E 1.9. Soient L un corps, K un sous-corps de L et ( Vi), i is! ,,, 
we famille finie d’anneaux de valuation de L de dimension jhie tels que 
Vi $ Vj pour i # j et Vi = K+ Mi ori Mi est l’idkal maximal de Vi pour 
16 i< n. Soient Ri= Di+ Mi 02 Di est un sous-anneau de K et R = ni Ri. 
Les assertions suivantes sont tquivalentes: 

(i) R est un S-domaine fort universel. 

(ii) Di est un S-domaine fort universe1 et K est une extension algbbri- 
que de Frac(D,) pour tout ie (1, . . . . n}. 

Demonstration. Supposons que R soit un S-domaine fort universel; soit 
i E { 1, . . . . n} et posons Si = {s E R/s est inversible dans Ri}. Si etant une 
partie multiplicative de R, Arnold et Gilmer [3] ont montri que 
S,: ‘R = Ri. Done, pour tout i E ( 1, . . . . n}, Ri est un S-domaine fort univer- 
sel. Ri Ctant un produit fibre determine par le diagramme: 
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R,=D,+M,----++ D, 

1 I 
V;=K+Mi- D 

Thtoreme 1.1 permet de conclure. 
Reciproquement, soit M un ideal maximal de R, d’apres [lo] il existe 

iE { 1, . . . . n} et M,! ideal maximal de Ri tel que M = M,! n R. Montrons que 
R, = RiMi. 11 est facile de voir que R, c R,,. Soit x/s un Clement de R,;, 
on a vu que Ri= S;‘R done on peut Ccrire x=x,/t, et s = x,/t, avec 
x1, x2 E R et tl, t, E Si. 11 en rbsulte que x/s = xi t,/x, t, ; t, est inversible 
dans Ri et x2 =a, #MI done x,t, 4 A4 et par consequent X/SC R,. Par 
hypothese, Dj est un S-domaine fort universe1 et K est une extension alge- 
brique de Frac(D,); d’apres Theoreme 1.1, Ri est un S-domaine fort univer- 
se1 et par consequent R, en est un aussi. M etant arbitraire, Lemme 1.3 
permet de conclure. 1 

Soit n > 2 un entier. Thtoreme 1.9 nous permet de construire (cf. 
1’Exemple 2.2) des exemples d’anneaux A tels que 

(a) dim A = n. 
(b) A soit un S-domaine fort. 
(c) A ne soit pas un S-domaine fort universel. 

2. APPLICATION li UN CONTRE-EXEMPLE DE NAGATA: CONSTRUCTION D'CJN 
NOUVEL EXEMPLE DE S-DOMAINE FORT UNIVERSEL 

Pour ce faire, nous allons reprendre une construction de Nagata [17]. 
Soit k un corps, posons W = k[X, Ylcx- r, yJ. Soit V un anneau de valua- 
tion noetherien contenant k[X, Y] et contenu dans k(X, Y) tel que si P est 
I’idCal maximal de V, on a Pn k[X, Y] = (X, Y) et V/P est isomorphe a k. 
Posons T= Vn W. 

T est semi-local d’idtaux maximaux M et N. I1 verifie en outre 
T=(k+MnN)[X] (cf. [17]). 

EXEMPLE 2.1. Posons R = k + Mn N+ Zk(X, Y)[Z],,,. Alors 

(a) R est un S-domaine fort universel. 
(b) R n’est pas un anneau noethtrien. 
(c) 11 existe un ideal premier p de R tel que l’anneau quotient R/p ne 

v&lie pas la formule de la dimension (done R n’est pas universellement 
catenaire et a fortiori n’est pas un anneau de Priifer). 



S-D~MAINESFORTSDEKAPLANSKY 411 

(d) R n’est pas isomorphe a un anneau de polynbmes a coefficients 
dans un S-domaine fort universel. 

Ddmonstration. (a) L’anneau R est un produit tibre illustre par le 
diagramme suivant: 

R=k+MnN+Zk(X, Y)[Z],,,- k+MnN 

1 1 
I/= W’, Y)CZltz, :+ W, Y) 

Sachant que [ 171 k + M n N est un anneau noetherien de corps des frac- 
tions k(X, Y), Thtoreme 1.1 permet de conclure que R est un S-domaine 
fort universel. 

(b) R est un anneau de type “D + M” issu de l’anneau de valuation 
v= W, YWI,,,. L’anneau R ne peut &tre un anneau noetherien, puisque 
k+MnNn’est pas un corps (dimk+MnN=2). 

(c) Posons p = Zk(X, Y)[Z],,,. L’anneau quotient R/p ‘v k + M n N 
ne veritie pas la formule de la dimension. En effet, remarquons que 
T= (k + Mn N)[X]. T est done une (k + Mn N)-algebre de type fini 
telle que l’homomorphisme d’anneaux k + Mn N C T est entier et 
A4 n (k + M n N) = M n N. Ainsi, nous avons: ht M = 1, alors que 

htMnN+degtr,+,,,T-degtrC,+,,,,,,,,T/M=2+O-0. 

Soulignons que T/M N (k + M n N)/M n N 2: k. 

(d) Pour montrer que R nest pas isomorphe a un anneau de 
polynomes, il suhit de comparer les spectres. En effet, l’anneau R est de 
dimension 3 et son spectre est totalement ordonne: 

I 
MnN+ZWX Wzl,,, 

I P + Zk(X, Y)CZIc,, 

Zk(K WZI (.zj 

(0) 

oti p est l’id6al premier de k + M n N de hauteur 1. Par contre, le spectre 
dun anneau de polynome n’est jamais totalement ordonne. m 

481/137.,2-l I 
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Nous terminerons ce paragraphe par une application du Theoreme 1.9. 
En fait, now allons construire des S-domaines forts, de dimension quelcon- 
que, qui ne soient pas des S-domaines forts universels. 

L’exemple suivant peut etre utile pour essayer de resoudre l’une des 
conjectures inspirtes par les travaux de Ratliff [ 181. En effet, si A est un 
anneau noetherien tel que A[X] est catenaire alors A est universellement 
cattnaire [18]. Le problbme consiste a savoir s’il existe A (necessairement 
non noetherien) tel que A[X] soit catenaire et A [X, Y] ne soit pas cate- 
naire. Ce qui revient a se demander s’il existe un anneau A tel que A[X] 
soit catenaire et A[X] ne soit pas un S-domaine fort. D’ou la ntcessite de 
savoir construire des anneaux A tels que A soit un S-domaine fort et A[X] 
ne le soit pas. 

EXEMPLE 2.2. Pour tout entier nature1 n 2 2, il existe un anneau R, tel 
que 

(a) dim R,=n. 

(b) R, est un S-domaine fort. 
(c) R, nest pas un S-domaine fort universe]. 

DPmonstration. Rappelons qu’en dimension 1, les notions de S-domaine 
fort et S-domaine fort universe1 sont tquivalentes. 

Nous reprenons une construction de [7] illustrant un exemple de 
S-domaine fort R tel que R[X] n’est pas un S-domaine fort. 

Soient k un corps et X, Y, 2 des indtterminees sur k. Posons: 

I’= k(X, Y) + Zk(X, Y)[Z],,, = k(X, Y) + M,. 

Soit 40: V-r V/M, N k(X, Y) la surjection canonique et soit V’ l’anneau de 
valuation associe a la valuation u: k(X, Y) + Z[n], oti u(X) = K et u(Y) = 1. 

L’anneau cp - ‘( I”) est un anneau de valuation de la forme k + M2 oti M2 
est son ideal maximal. Posons: 

v,=cp-‘(V’)=k+M, 

et 

w=W, Y)+(Z+ 1)&K Y)CZl,,+,,. 

Alors, T= V, n W est un anneau de Priifer semi-local d’idiaux maxi- 
maux M et N. 

11 est prouve dans [7] que l’anneau A = k + M n N est un S-domaine 
fort, de dimension 2, de corps des fractions k(X, Y, Z) et A[Z,] n’est pas 
un S-domaine fort (Z, est une indeterminte sur A). 
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Done, pour n = 2 on prend R, = A. Supposons dbormais n > 3. 
Nous choisissons k = Q(i), ou Q est le corps des fractions rationnelles. 
Soient I/’ un anneau de valuation de dimension n - 2 de la forme v’ = 

Q(i)(X, Y, Z) + M’ oti M’ est son ideal maximal, Y” un anneau de valua- 
tion de dimension 1 de la forme Y” = Q(i)(X, Y, Z) + M” oti M” est son 
ideal maximal tels que V’ et V” soient incomparables et Frac( V’) = 
Frac( V”). 

Enfin, posons: 

A,=Q(i)+MnN+M’=A+M’ 

et 
A2 = Q(X, Y, Z) + M”. 

L’anneau R = Al n A2 veritie les proprietb (a), (b), et (c) de 
Exemple 2.2. En effet, nous sommes en presence des produits tibrts sui- 
vants: 

A,=A+M’ :,A 

1 1 
V’ = Q(i)@!, Y, Z) + M’ __+_f Q(WC K 3 

A,=Q(X, Y,Z)+M” - Qpm(X y, .a 

1 1 
Y” = Q(i)(X, Y, Z) + M” - Q(W, Y, Z) 

D’apres [16, Theorem 5.11, A, et A2 sont des S-domaines forts. [ 16, 
Theorem 5.33 permet de conclure que R = A, n A2 est un S-domaine fort. 

D’aprbs Theo&me 1.9 l’anneau R nest pas un S-domaine fort universe1 
puisque A, n’en est pas un. D’autre part, on peut aisement verifier que 

dim R = Sup(dim A,, dim A,). 

D’Oh 

dim R=dim A, 

= dim A + dim V’ 

=2+n-2 

= n. 

on prend R, = R. 1 
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Quant A la rtciproque du ThCor&me 1.1 ou plut6t celle de la Proposi- 
tion 1.5, le probkme demeure ouvert. NCanmoins, nous avons quelques 
rksultats intermbdiaires. En effet, soit R le produit fibrC determink par les 
donnkes de la Proposition 1.5: 

1 1 
T-K 

Supposons que R soit un A’-domaine fort universel, alors R est locale- 
ment de Jaffard. On en dkduit que K est une extension algbbrique de k et 
que T est localement de Jaffird [l]. Cependant, rien ne permet d’afirmer 
que T est un S-domaine fort universel. 
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